Niewymierno$é liczby ((3)

opracowali:
Aneta Nowara
Roman Wituta
Dominika Datko
Michat Cyron
Marcin Jochlik
Kamil Krawczyk

Prezentowany tutaj ,tekst” stanowi skomentowane opracowanie artykutu
Dirka Huylebroucka [1]. Problem niewymiernodci liczb ¢(2n + 1), n € N, w po-
réwnaniu z burzliwa, liczaca okolo 2000 lat, historia liczby 7 jest stosunkowo
mlody. Jego narodziny lokujemy w XVIII wieku, erze Eulera, ktéry osobiscie
atakowal 0w problem wielokrotnie, jednak bezskutecznie. Pierwszy przetom na-
stapil dopiero w 1978 roku za sprawa Rogera Apéry’ego, znanego dzi$ matematy-
ka francuskiego, ktéry udowodnil niewymiernosé liczby ¢(3). Dowdd Apéry’ego
uchodzi za niesamowity, ulotny i w pierwszym odruchu wydaje sie, ze niewiele
wnosi do samego problemu poznania natury liczb ¢(2n + 1), n € N. Dopiero
pézniejsze wyniki takich matematykéw jak F. Beukers, T. Apostol, D. Kalman,

T. Rivoal, pozwolily ,ucywilizowaé” dow6d niewymiernosci liczby ((3).

Okazuje sie, ze aktualne podejscie do zagadnienia niewymiernosci tej liczby
rozwiazuje réwnoczesnie kilka innych probleméw niewymiernoéci znanych liczb
rzeczywistych. Punktem wyjscia przedstawianego podejscia jest reprezentacja
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(gdzie tak naprawde rozwazamy calke niewlasciwa':
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Podobnie znajdujemy zalezno$é¢ catkowa dla {(3):
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(stosujemy twierdzenie Tonellego)
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Podkreslmy, ze caltki we wzorach (1) i (2), to calki niewlasciwe w sensie Rie-
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Dalszy ciag dowodu mozna zunifikowaé¢ dla wszystkich czterech badanych tu
liczb.

manna. Z kolei:

Zalézmy, ze £ € R jest liczba, o ktérej chcemy udowodnié, ze jest liczba nie-
wymierna. W kazdym z badanych przez nas przypadkéw, bedziemy dyskutowaé

rodziny calek
1

/x”f(x) de =R, + S,&*, neN,

0
gdzie k € Z, f(x) bedzie odpowiednig funkcja catkowalng w sensie Riemanna
w kazdym przedziale domknietym [a,b] C (0,1), przyporzadkowana liczbie &,
natomiast R,, S, € Q, n € N. Zakladajac nie wprost, przyjmijmy, ze £ € Q,

czyli dla wskazanych powyzej calek otrzymujemy zaleznosé:
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gdzie C,, D, € Z, n € N. Stad, je$li ppr € Z, 1 <k <n,n €N to:
1, ) n 1 ) n c,
!(Z%ma>f@wmg;mkgxf@Mzgykae@
Wtlasnosé te zastosujemy do wielomianéw Legendre’a:
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Po(z) := wden (z"(1—z)") = ankl"k;
k=0

zauwazmy, ze pnx € Z, albowiem:
Py(x) =0, Pi(x)=1-2x, Py(z)=1-6z+ 627
a pozostate przypadki rozwazamy dowodem przez indukcje. Zatem:

[ Putos@yao = 2.
0

n
gdzie A,, By, € Z, n € N. Wybér powyzej padl na wielomiany Legendre’a
z powoddéw czysto technicznych, gdyz nasze catki mozna wéwczas tatwo catkowaé

przez czesci (i to n-krotnie), a mianowicie:
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We wszystkich czterech dyskutowanych ponizej przyktadach calce tej bedzie

mozna nadaé postac:



gdzie g(x), to niekoniecznie wielomian z:(1 — x), natomiast h jest funkcja calko-
walna w sensie Riemanna w przedziale [0,1] i jesli M bedzie wartoscia maksy-

malng funkcji |g| w przedziale [0, 1], to:

jesli tylko zatozymy, ze ‘fo n( dx‘ m™ dla pewnego m > 1.

Stad, w szczegdlnosei otrzymujemy:
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oile — 0 gdy n — o0, gdzie m > 0 spelnia wspomniany powyzej warunek:

1
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Oczywiscie jest to niemozliwe i w konsekwencji jest sprzeczne z zalozeniem, ze

¢ jest liczba wymierna.

Przejdzmy do analizy konkretnych przypadkow.

Liczba w. Wezmy f(x) = sin (mx). Wéwezas calki
1
/xk sintxdr, keN,
0

sa wielomianami zmiennej 1/m o wspdlczynnikach catkowitych odpowiednio
stopnia k-tego, gdy k jest nieparzyste oraz (k+1)-szego gdy k jest parzyste. Stad
takze calki fol x) sin 7z dr sa wielomianami zmiennej 1/7 o wspélczynnikach

caltkowitych, stopma n+1. Ale

n
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= 0 gdy n jest nieparzyste,
> 0 gdy n jest parzyste.



Zatem, gdyby m bylo liczba wymierna, # = a/b, to dla parzystych n € N,

mielibysmy:

. An
/Pn(m)smwxdx = M eN,

gdzie A,, € Z \ {0} oraz

1
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1
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gdyz pochodna n-tego rzedu z sin (wx) jest réwna albo +7" sin (7x), gdy

n € 2N — 1, albo +x" cos (), gdy n € 2N. Maksymalna warto$¢ wielomianu

x(1 — x) w przedziale [0, 1] jest réwna 1/4 (jest osiagnieta dla x = 1/2).

Tym samym, majoranta |A,| ma postaé:
ar\™
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i dazy do zera, gdy n — oo, tak jak oczekiwaliSmy. Liczba m musi wiec by¢

niewymierna.

Liczba In2. Przyjmijmy teraz f(x) = 1/(z + 1). Wéwcezas znajdujemy:

- gdy k jest nieparzyste:

- gdy k jest parzyste, to:
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Innymi stowy, mamy:
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T
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Ponadto zauwazmy, ze:
1 1 .
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dla kazdego n € N. Zatem, jesli zalozymy, ze In2 jest liczba wymierna, tj.
In2=a/b, to

1
1
Pn =17 )
/ ()x+1dx #0 neN
0

gdzie A,, € Z, natomiast d,, := NWW{1,2,...,n+1} i otrzymujemy nastepujace

oszacowanie:

1 1
(1-2x) dzx
< n| — n n n .
1< |4, bd/P(m)l bd/<1+x>1+z
0 0

Mozna udowodnié, ze d,, < 3" (zob. [2]).

7 kolei:

d (z(1—2)\ 2-(1+42)?
dm( 14z > T

skad mamy:

=(V2-1)%
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max =
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Ostatecznie dostajemy:
1< A, < |bdn(vV2 —1)"In2| < 3a(3(3 — 2v/2))" 2= 0,

gdyz 3(3 — 2v/2) = 0,515... < 1, co dowodzi niewymiernosci liczby In 2.



Liczba ((2). Tym razem rozwazmy funkcje:

1

/ dy, n € N.
lfxy

0
Woéwezas dostajemy:
1 1 )
/xk / ! dy| dx = — // dzdy,
1—=zy 1—
0 0 = [0,1]2

przy czym wystepujace tu catki
k,r
// Ty dxdy,
1—ay
[0,1]°

po podzieleniu z*y" przez 1 —zy redukuja sie do skonczonych sum calek postaci:

// 2Py dxdy, // ] dzdy,

[0,1]2 [0,1]2
// T da:dy7 // 1 dxdy
[0,1]2 [0,1]2

Ostatnia calka, jak juz wiemy, jest réwna ((2), natomiast druga i trzecia redu-

kuja sie ostatecznie do catek postaci:

1
/xm Inxzdz.
0

Stad wynika, ze jesli k # r, to calka:

//17y dxdy, k,r <n,

[0,1]2

jest sumg liczb wymiernych, takich, ze:
NWW ich mianownikéw < (NWW{1,2,...,n + 1})? =d2

oraz, co tu istotne d? 41 jest catkowity krotnoscig NWW tych mianownikéw.

W przypadku, gdy k =7, to
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Podsumowujac mamy:
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gdzie A, € Zg. Stad
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a z postaci funkcji podcatkowej ostatniej calki wynika, ze |A,| # 0,

czyli |A,| > 1. Zauwazmy, zZe

z(l-z)y(l-y) 2zy(1 —z)(1 —y)
0< 1—zy _(1—:10)(1—l—y)—i—(l—i—ac)(l—y)g
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gdy x,y € [0,1), czyli ze funkcja
(o.9) = =Dvloy) - gdy gy € [0,1),
FEI=9 0 gdy z,ycl0,]]A(z=1Vy=1),

jest ciagla w kwadracie [0, 1] x [0, 1]. Mamy
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skad wynika, ze warto§¢ maksymalna g(z,y) w kwadracie [0, 1] x [0, 1] jest osia-

gnieta w punkcie (z,y), ktérego wspélrzedne spelniaja warunek:

1-2zx+2%y=0
1-2y+y*z=0

2@ —y)taylr—y)=(z—-y)(zy—2)=0
1-2y+y*r=0

T=y
1—-2z4+23=0

przy czym
1

x3f2x+1:(xfl)(x2+xfl):(xfl) (w) (x4 @),
®

gdzie ¢ jest zlota proporcja, ¢ = HT\/?) Zatem

max {g(z,y)} = 9<\/52_1,\/52_1> = (\/52_1> :

[0,1]x[0,1]

i ostatecznie

n

5
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1< A, < &2 2) —— 0,
A dml( ) ] <o 9( . ) (2“0
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albowiem po sprawdzeniu na kalkulatorze mamy 9(@)5 = 0.81152... Tym

samym, wbrew zalozeniom, okazalo sig, ze ((2) jest liczba niewymierna.

Liczba ((3). Dobieramy nastepujace funkcje:

1
Py
/ n(zy)dy, n€N.
0

1-—

Woéowezas calki
n(zy)dy| dz (3)

/x

obliczamy, rézniczkujac po parametrze t nastepujace catki

r+t,, s+t
// r v dzdy, (4)
1—2zy

[0,1]2

0



co daje calki wystepujace w (3)

// ey In(xy) dzdy. (5)

1—xoy
[0,1]?

Jak juz wiemy z wczesniejszych rozwazan dla ((2), jesli r # s, to calki (4)
sa sumami liczb wymiernych z wyrazeniami postaci (r + t)™ w mianowniku.

Poniewaz mamy

o —(r4+t)"™ = —m(r + )",
wiec podobnie bedzie dla calek (5). W szczegllnosci, gdy r = s, to calka (5) jest
réowna
S L= 2> )
dt
k>r k>r
(gdy t dazy do liczby naturalnej lub gdy jest liczba naturalng)
r+t
=2 (g(g) -3 k?’) .
k=1
Zatem:

1
[ oty as| = L
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gdzie A, € Z. Stad dostajemy:

1 1
P,
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P (2) P (y)
= 3 =
= |dy // T )z dzdydz

(catkujemy przez czesci ze wzgledu na z i to n-krotnie)

B 1 —z)" P, (y)y"z" B
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(podstawiamy w miejsce z nowa zmienng w = 1_(11%;”2 =1- ﬁﬂiy)z,
skad wynikaja zaleznosci:

T z _ n _ 1— _ —xy dw
a— (1y:£y)z)" =(l-w" z= 17(17’::)y)w7 dz = (10(1OZ:y)w)2’

dz _ —xyw dw _ —dw )
1-(1—zy)z =~ (1-2)1-(1—-zy)w)? = 1-(1—zy)w

_ (1—2)"P,(y)(1 —w)™ B
= n+1 /// —(l—ay)w drdydw| =

[0,1]3

(catkujemy przez czesci ze wzgledu na y i to n-krotnie)

B (1 —2)"y™(1 —y)"w™(1l —w)" B
= |dn /// 11— (1 — ay)w)+! drdydw| =

- +///( g 11—x)y>Sw))n'l—ul—xmwdmydw’

[0,1]3

skad wynika miedzy innymi, ze |A,| # 0, tj. |A,| > 1

Niech

z(1 —2)y(1 —y)w(l —w)

h(@,y,w) = - (1= 2y)w ;

(z,y,w) € [0,1)3.

Poszukujemy max{h(z,y,w) : (z,y,w) € [0,1)3}. W tym celu ustalmy w € [0,1)

i rozwazamy pomocnicza funkcje:

z(1 —2)y(l —y)

f(xvy): 1—(1—xy)w ) :E,ye[o,l).
Mamy:
, 1
foly) = T ETTInE (1 =22)y(1 —y)(1 — (1 = ay)w) — ywz(1 — z)y(1 —y))

fuola,y) = fulz,y),

skad wynika, ze punkty stacjonarne funkcji f, to rozwiazania nastepujacego

ukladu réwnan:

(1-22)y(1 —y)(1 - (1 - 2y)w) —zyw(l —z)y(l —y) =0,
(1-2y)z(l —2)(1 - (1 - zy)w) — ywz(l —y)z(l —x) =0,
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tj.:
y(1=y) [(1 = 22)(1 = (1 —2y)w) — zyw(l —z)] =
(1l —2)[(1-2y)(1 - (1 - zy)w) —zyw(l —y)] =

czyli (z,y) = (0,0) lub rozwiazania ukladu réwnan:

07
0,
(1-22)1—-(1—2zy)w) —zyw(l —z) =0,
(1 -2y)(1 ~ (1 —2y)w) —zyw(l —y) =0,

co po odjeciu réwnan stronami implikuje:

2z —y)(1 - (1 —ay)w) — (z - y)zyw =0,
(x —y)(2 — 2w + 2zyw — zyw) = 0,

tj. £ = y lub 2 — 2w + xyw = 0. Pokazemy, ze ten drugi warunek nie generuje
rozwiagzan:

2 —2w+zyw =0,
(1=2y)(1 = (1 = zy)w) — zyw(l —y) =0,

Tyw = 2w — 2,

l1-2y)(1-—w+2w—-2)—(2w—2)(1—-y) =0,

Tyw = 2w — 2,

(w—1)[1 -2y —2+2y] =0,

TYWw = 2w — 2,
w=1

)

lecz ten ostatni uklad nie ma rozwiazan w rozwazanym obszarze. Zatem w celu
ustalenia
max{h(z,y,w) : (z,y,w) € [0,1)%}

wystarczy rozwiaza¢ uklad réwnan:

b (z,z,w) =0,
{ h;(:r?I?w) :0’
to jest
1 —w— 22— 22w — 23w = 0,
1—2w+w? —2?w? =0 = 2= (w;21)2,
z=+(1-1);
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—1)2
lfw—Qx(ler)fxw%:O,
w

—1)2
x<2+2w—|—(w>) =1—-w,
w

3w? + 1
=1-w
w

b

T

w—1
+—sj (Buw? +1)=1—w,

co daje
1
—1vuw? =2,
w w 5

Stad tatwo sprawdzamy, ze szukany punkt to (=14 v/2, —1 + /2, %), a odpo-

wiednie maksimum jest réwne (v/2 — 1)%.

Podsumowujac, znajdujemy:

1< A, < |3 h? ///(ﬁ— 1)4nm drdydw| =
[

0,1)3
=27(27(vV2 = 1)H"¢(3) < 1

dla dostatecznie duzych n € N. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi niewymiernosci

liczby ((3).
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Dodatek

Calka niewladciwa z réwnania (1) rozumiana moze by¢ w nastepujacy sposéb:

1
// 1 dxdy = lim // dxdy =
012 1 —azy e—0+ 1—2xy
[0,1]2\ [1—&,1]2

. - 1
= 51i>%£r // (Z x > dxdy + 2 slir(r)l // 1= 2y dzdy =
[0,1—e]2 k=0

[0,1—¢] x [1—¢,1]

= lim // (Zx )dxdy,

[0,1-e]2 k=0
albowiem:
rx=1—¢
In(1 —
1 dxdy = / n( xy dy| =
[0,1—¢] x [1—¢,1] =0
1 | ) 1
1—(1-—
- /wdy < /ln(l—(l—s)y)dy <
—y 1—¢
1—e l—e

1 3 e—0T
< In(1— (1 — - 1 0.
(1= (1 - e))]e = T [In(e)

Kolejna catka niewlasciwa tym razem z réwnania (2) rozumiana moze byé w

nastepujacy sposéb:

1
// T In(zy) dedy = Elir(r)l+ // T In(zy) dedy =

[0,1]2 [e,1]2\ [1—¢,1]2

1
glirél+ // ln (zy) dedy + 2 11%1 // T In(zy) dedy =

[e,1—¢]? le,1—¢]x[1—¢,1]

= lim //
e—0t

e, 1—€]?

ln (xy) dzdy,

albowiem:

dzdy | <

. 1
ElirélJr // T In(zy) dedy | < [In(e(1 —¢))|-

1—2zy
e, 1—e]x[1—€,1] e, 1—€] X [1—¢,1]
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1 r=1—¢

< |In(e = £%))- / ln(l_—ymy) dy | < ’hl(le_jzn In(1 — (1 —¢)*)|-e(1-2¢) <

r=¢e

o+
<eln?(e —€?) =20

Innymi stowy rozwazane w tej pracy calki podwdjne, to w gruncie rzeczy
calki niewlasciwe w sensie Riemanna, a nie calki w sensie Lebesgue’a-Stieltjesa
- co mogloby sie pozornie wydawaé wladciwym podejsciem.
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