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1. Kilka informacji wstepnych o liczbach pierwszych

Niech p, oznacza n—ta liczbe pierwsza dla kazdego n € N, zas P bedzie
klasa wszystkich rosnacych nieskoniczonych ciagoéw liczb pierwszych. Jesli
A € P, to oznaczmy przez A zdarzenie, takie ze liczba pierwsza p € A.
Zwroémy takze uwage na pewne ciggi wystepujace w P, ktore odgrywaja
wazng role w omawianej konstrukcji. Niech A; bedzie ciagiem sktadajacym
sie z liczb pierwszych gy, takim ze kazdy przedzial (2qx, 2qx41), k € N, zawiera
co najmniej ¢ liczb pierwszych, gdzie i = 1,2, 3. Zdarzenie, takie ze p, € A;
(dla i = 1,2,3) bedziemy oznaczaé¢ przez A;(n).

Rozwazmy teraz nastepujacy problem. Niech p bedzie nieparzysta liczba
pierwsza i ponadto niech p, < 3 < Pn+1- Z postulatu Bertranda wiemy, ze

pomiedzy g 1 p istnieje liczba pierwsza oraz ze liczba pierwsza istnieje takze
pomiedzy p i 2p. Zatem p,, 1 < p.

Jednak bardziej wnikliwym problemem jest znalezienie lub przynajmniej
oszacowanie prawdopodobienistwa P(S) z jakim w przedziale (p;2pn+1) od-
powiednio (2p,;p) znajduje sie liczba pierwsza. Takie liczby pierwsze p na-
zywamy odpowiednio liczbami R—pierwszymi lub L— pierwszymi.

Przytoczymy teraz wazne twierdzenie na temat malych przedziatow za-
wierajacych co najmniej 3 liczby pierwsze:

Twierdzenie 1. Zbidor przedziatow postaci (2py; 2pn11) zawierajgcy co naj-
mniej 3 liczby pierwsze ma dodatniqg gestos¢ w stosunku do zbioru wszystkich
przedziatow takiej postaci.

2. Liczby R—pierwsze, L—pierwsze, RL—pierwsze

Przedstawimy teraz twierdzenie (wraz z dowodem) przedstawiajace kry-
teria dla liczb R-pierwszych, L-—pierwszych oraz RL-pierwszych, tj. liczb
pierwszych bedacych réwnoczesnie liczbami R-—pierwszymi oraz L—pierwszymi.
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Twierdzenie 2. 1) p, jest liczbg R—pierwszq, wtedy i tylko wtedy, gdy W(%) =
Pn+1
7( 5 ).

2) py jest liczbg L—pierwszq, wtedy i tylko wtedy, gdy 71'(&)

2
3) pn jest liczbg RL-pierwszq, wtedy i tylko wtedy, gdy m(

(5.

Pn+1
2 )

= 7(

Dowdd. 1) Niech bedzie spelione 77(&) = ﬁ(p”;l

2
to z faktu, ze pomiedzy % i Pt e istnieja liczby pierwsze, wynika ze

< pra1- Dlatego 2pr < pn < Prni1 < 2Pki1, tj. pn jest liczba R—pierwszg.

s DPn
). Jesli p < - < i,

Pn+1

Odwrotnie, jesli p, jest liczba R-pierwsza, to wtedy 2pr < pn < Pra1 < 2Pp11

. ]ﬁ o pn+1
2) Niech bedzie spetnione W(?n) = 7( n2_1). Jesli p < ?n < Pikt1, 10 2
Pn—1 . Pn Pn—1

>
pr—1. Dlatego 2pr_1 < pn_1 < pn < 2pki1, tj. pn jest liczba L-pierwsza.
Odwrotnie, jesli p, jest liczba L-pierwsza, to wtedy 2px—1 < pr_1 < pn <

2pies i w(50) = (D).
3) Dowod tego faktu wynika z 1) oraz 2). O

faktu, ze pomiedzy i 5 nie istnieja liczby pierwsze wynika, ze

3. Dow6d hipotezy ,,precyzyjnej symetrii”

Przedstawmy najpierw dowod dotyczacy ciekawej hipotezy sformutowanej
w pracy [1].

Hipoteza 1. Niech R,, (odpowiednio L,,) oznacza n—ty wyraz ciggu kolejnych
liczb R—pierwszych (odpowiednio L—pierwszych). Wtedy:

Ri<Li <Ry <Ly<...<R,<L,<...

Dowadd. Oczywiste jest, ze rozwazane przedzialy, ktore zawieraja nie wie-
cej niz jedna liczbe pierwsza, nie zawieraja zadnych liczb R—pierwszych lub
L pierwszych. Rozwazmy pozostate przedziaty zaczynajac od pierwszego, w
ktorym pierwsza liczba pierwsza jest liczba R—pierwsza (Ry). Jezeli przedzial
ten ma tylko 2 liczby pierwsze, to oczywiscie liczba L—pierwsza (L) jest dru-
ga liczba pierwsza w tym przedziale. Dodatkowo zauwazmy, ze R; < L;. Z
drugiej strony, zauwazmy, ze jezeli w takim przedziale mamy k liczb pierw-
szych, to zaczynajac od drugiej kolejnej az do (k — 1)-szej mamy wytacznie
liczby RL-pierwsze, czyli liczby bedace jednoczesnie liczbami R—pierwszymi
i L—pierwszymi. A wiec, biorac pod uwage, ze ostatnia liczbg pierwsza jest
liczba L—pierwsza, mamy:

Ri<Li=Ry=L,=R3=...=L,_1 =R,_1 <L,.

W drugim w kolejnosci takim przedziale pierwsza bedzie liczba R-pierwsza,
a dalsze rozumowanie wyglada jak w przypadku pierwszego przedziatu. [
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Whniosek 1. Liczba wszystkich liczb RL-pierwszych nieprzekraczajoca x jest
nie mniejsza niz liczba wszystkich liczb Az-pierwszych nie wiekszych od x, lub
taka sama, czyli:

P(RL) > P(A;).
Whniosek 2. Zachodzi nieréwnosé:
P(RL) > P*(A).

Dowdd. Tstotnie, poniewaz wiadomo, ze Py, (As) = P?(A;) - zob. [1], wiec
mnozac te rownos¢ przez P(A;) dostajemy

P(A1A3) = PP(A)

skad wynika, ze A1 43 = Aj. Teraz wniosek ten wynika z wniosku 1. O]

4. Obliczanie P(RL) i klasyfikacja liczb pierwszych

Zachodzi nastepujaca zaleznosé (zob. [1]):
PR+ L) =Py (Ay) = P(Ay).
Dlatego, korzystajac z zaleznosci:

90— 17
PR) = PX(A;) = 8‘/_ — 0.60961179. ..

znajdujemy:
P(RL) =2P(R) — P(R+ L) = 0.43844717 . . ..
W zwiazku z powyzszym, otrzymujemy
P(RL) := P(R)—P(RL) = 0.60961179...—0.43844717 ... = 0.17116461 . ..
Poprzez symetrie mamy réwniez
P(LR) = 0.17116461 . . ..

Naturalne jest rozwazenie nastepujacej klasyfikacji liczb pierwszych: RL—
pierwsze mozna nazwaé ,prawymi liczbami pierwszymi”, LR-pierwsze - ,le-
wymi liczbami pierwszymi”, podczas gdy liczby RL-pierwsze naturalnie jest
nazywaé "centralnymi liczbami pierwszymi". Na koniec, reszte liczb pierw-
szych naturalne jest, aby nazywaé "izolowanymi liczbami pierwszymi". Mamy
wiec nastepujace proporcje pomiedzy nimi: 0.17116461 ..., 0.17116461 ...,
0.43844717 ...oraz 0.21922361 ...odpowiednio.

Niech m > 1. W przypadku przedziatow (mp,,, mp,41) odpowiednie pro-
porcje m— ,prawych liczb pierwszych”, m—"lewych liczb pierwszych", m—
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"centralnych liczb pierwszych" i m—"izolowanych liczb pierwszych" wynosza
odpowiednio:

\/2m2+1— 211 2m24+1—VAmZ+1

2m?2 2m?2 ’
\/2m2+1— TP+ 1 2mP+1—VAmE+1
2m?2 B 2m?2 ’

om? + 1 — Am2 + 1 ¢2m2+1—\/m
m?2 2m?2 ’

oraz

X \/2m2+1— Im? + 1
2m? '

5. Dowo6d twierdzenia 1

Powinnismy udowodni¢, ze P(Aj3) > 0. Zalozmy przeciwnie, ze P(A;3) =
0. Wtedy rowniez P(A;) = 0. Dlatego tez (por. dowod hipotezy 1) mamy
P(RL) = 0. Sprzeczno$¢ z poprzednig sekcja pokazuje, ze P(As) > 0. ]

Zauwazmy, ze wedlug przypuszczenia Cram’era z 1937 roku 2p,.1 — 2p, <
(2 + ) In® n. Tak wicc istnieje nieskoiiczony ciag przedziatow o takiej malej
dtugosci, ale majacych co najmniej trzy liczby pierwsze, a ponadto ciag ten
ma dodatnig gestos¢ w stosunku do ciggu wszystkich przedzialow postaci
(2pn> 2pn+1)'

Uwaga 1. Z dowodu twierdzenia 1 mozna wywnioskowaé, zZe dla dowolnie
duzych, ale statych m, zbior przedziatow postaci (2p,,2pny1), zawierajgcy
co nagjmniej m liczb pierwszych, ma dodatnig gesto$é w stosunku do zbioru
wszystkich przedziatow takiej postaci.

Analogicznie mozna rozwazy¢ m—uogodlnienie twierdzenia 1 na kazde 1 <
m < 2. Tutaj szczegdlnie interesujacy jest przypadek wartosci m bliskich 1.
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