LICZBY HARMONICZNE

Liczby harmoniczne H,, dla n € N definiujemy nastepujaco:
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Zauwazmy tez, ze mozna liczby harmoniczne zapisa¢ za pomoca nastepujacej
calki pochodzacej od samego Leonharda Eulera:
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co promuje nam kolejny wzér na liczby harmoniczne. Odpowiednia relacja od-
wrotna ma wowczas postac:
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Ponadto, z zaleznoéci (1), znajdujemy:
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Komentujac powyzsze rachunki mozemy powiedzie¢, ze liczby harmoniczne
stanowia transformacje dwumianowa ciagu anharmonicznego, natomiast trans-
formacja dwumianowa ciagu liczb harmonicznych pokrywa sie z interpolujaca
transformacja dwumianowaq rzedu dwa ciagu anharmonicznego [1].

Funkcja tworzaca dla liczb harmonicznych to:
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ZBIEZNOSC CIAGU LICZB HARMONICZNYCH

Z rozbieznosci szeregu harmonicznego wynika, ze lim H,, = oco. Co jednak cie-
n—oo

kawe, to znamy asymptotyke tej rozbieznoéci. Ot6z wiemy, ze (réwniez za spra-
wa L. Eulera):
lim (H,

—Inn) =1,
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gdzie v = 0,577215. .. to slynna stata Eulera, o ktérej wciaz nie wiemy czy jest
liczba niewymierna (a czego sie powszechnie spodziewamy). Do niedawna zna-
ne bylo jedynie nastepujace rozwiniecie asymptotyczne:
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Wspétczesny rumuriski matematyk Cristinel Mortici [5] rozwazyl uogélnienie
tego problemu. Rozpoczatl dyskusje ciagéw:

Wy, = wy(a) ::Hn—w—%ln(nQ—i—n—i—a),

gdzie a € R. Udato mu sie udowodnig, ze:

1. jeslia # %, to ILm n*w, = 3 (3 —a) #£0,

T 1 . 4 1
2. jeslia = 3,to lim n*w, = —45.
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Nastepnie Mortici i Chen [6] wyprowadzili nastepujace bardzo efektywne roz-
winiecie asymptotyczne:
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co na chwile obecna jest najlepszym znanym rozwinieciem asymptotycznym dla
liczb harmonicznych. Smiato mozna go poréwnaé do wzoru Stirlinga!

WLASNOSCI TEORIO-LICZBOWE LICZB HARMONICZNYCH

Twierdzenie 1. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszq. Jesli H, 1 = ¢, gdzie a,b € N
oraz NWD(a,b) =1, top | a

Dowdd. Korzystajac ze wczesniej wyprowadzonych wzoréw mamy:
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Sprowadzmy utamki do wspélnego mianownika:
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gdzie g jest liczba naturalna. Poniewaz NWD (p,[(p — 1)!]?) = 1, wiec mamy
teze. O]

Fakt ten wiaza sie z ogolniejszym twierdzeniem odkrytym juz w XIX wieku
przez angielskiego matematyka Josepha Wolstenholme’a, ktére tutaj pominiemy.
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MONOTONICZNOSC PEWNEGO CIAGU

Powréémy na moment do problemu asymptotyki liczb harmonicznych. Intere-
suje nas zachowanie analityczne ciagéw {H,, — In(n + ¢)}°22,, gdzie ¢ > —1.

)
>
N
N
>
n
=
o)
n
@)
=

Twierdzenie 2. Cigg {H,, — In(n + ¢)}52; jest:

1. rosnqcy dla ¢ > \/51_1
2. malejacy dla —1 < ¢ < 3.

Dowdd. Wykorzystamy bez dowodu fakt, ze funkcja:

jest malejaca w pétosi [1, 00). Mamy:
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dla kazdego n € N wtedy i tylko wtedy, gdy:
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dla kazdego n € N, co jest rownowazne z warunkiem:
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Analogicznie, podpunkt drugi twierdzenia jest rownowazny warunkowi:
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spetnionemu dla kazdego n € N, czyli ¢ < hm ¢(z) = %, co koriczy dowod
twierdzenia. O

Dwa problemy. Co dzieje si¢ gdy § < ¢ <

f T — 12 Jak wyglada monotonicznosc

ciqgéw Morticiego w,, = H, — v+ $1In (n®> +n +a), gdy a > —2.

OGOLNIENIA —FUNDAMENTALNE WEASNOSCI

UOGOLNIENIE DEFINICJI LICZB HARMONICZNYCH

|

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem uogolnienia liczb harmonicznych na indeksy
rzeczywiste korzystajac z catki Eulera:
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Przypomnijmy, Ze podejscie to jest zgodne z podejéciem Eulera do uogdlnienia
funkgdji silnia na argumenty rzeczywiste (a nawet zespolone) — zob. [7].

1—a"

CALKA WEYLA [4]

Jedna z mozliwych definicji pochodnej rzedu niecatkowitego oparta jest na calce
Weyla, danej wzorem:
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W= f(z)
Ponadto przyjmujemy WOf(z) := f(x). Jesli f(z) = O(x—?) dla dostatecznie
duzych z, to catka ta jest zbiezna dla 0 < a < . Przy zalozeniu istnienia odpo-
wiednich catek, zachodza réwnosci:

W= (WP f(z)) =W (W f(2)), a, 8 >0,
sy =we (T1) o omen,
E"(W=f(z)) =W *(E"f(z)), a >0,n €N,
gdzie Ef(z) = — &),

Definicja 1. Niech f bedzie funkcjq catkowalng na dowolnym przedziale I C [0, 00)
oraz f(x) = O(x~") dla pewnego B > 0. Wtedy dla kazdego o > — 3 istnieje pochodna
utamkowa Weyla funkcji f (x) rzedu o oraz:

Wef(x), a <0,
dWe f(x) =< f(x), a=0,
we=lel (Elelf(2)), a>o0.
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dla o > 0, p > 0. Stad mamy:
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Przyklad 2.
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-) oznacza tutaj funkcje beta. Zatem mamy:

dlaa>0,p>0.
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FUNKCJE POLIGAMMA I ICH MODYFIKACJA

Definicja 2. Funkcje poligamma rzedu m definiujemy jako pochodnq logarytmiczng
rzedu m + 1 z funkcji gamma:

d dm
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Funkgje te spelniaja zaleznos¢ rekurencyjna:
P+ 1) = M (@) + L

z ktorej to zaleznosci mozemy otrzymac rownosé (4) — jest to przypadek szcze-
golny ogolniejszej zaleznosci (3). Funkcje te dla x > 0 posiadaja réwniez repre-
zentacje catkowa:
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oraz w postaci szeregu:
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Zdefiniujmy zmodyfikowana funkcje poligamma.
Definicja 3.
Dy =w(), ¢ @) =AW (@), a>0.

Uwaga 1. Catka Weyla z funkcji 1)(x) jest rozbiezna, natomiast dla dowolnego: o €
(0,1), m € N catka W= (™) (z)) jest zbiezna, tym samym funkcja:

U (@) = AW () = Wl (Elely(a)) = (—n)lelweslel (ylleh(g))
jest poprawnie okreslona!

Korzystajac z powyzszej definicji mozemy wyprowadzi¢ zaleznoé¢ rekurencyj-
na:
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Reprezentacja catkowa funkcji ). Niech m € N, wtedy:
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Reprezentacja w postaci szeregu:
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Z tego rezultatu otrzymujemy réwniez:

dlaa > 0.
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Z zaleznosci (2) otrzymujemy nastepujacy zwiazek:
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Wzor (3) moze by¢ traktowany jako uogoélnienie wzoru (4) dla » > 1. Przedsta-
wimy kilka wybranych tozsamosci dla liczb harmonicznych opisanych wzorem

3):
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