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Przystepujemy do wydawania
Serji Podrecznikéw Matematyki

dla IV, V, VIi VI[ Oddzialéw Szkoly Powszechnej
w ukladzie Antoniego Marjana Rusieckiego
i Adama Zarzeckiego.

Na poczatek roku szkolnego wyjda w druku ksiazki:

A, M. Rusiecki i A. Zarzecki
Matematyka

Podrecznik dla Uczniéw Szkoly Powszechnej
Oddziat IV.

A. M. Rusiecki i A. Zarzecki

Nauczanie Matematyki

Przewodnik dla Nauczycieli Szkoly Powszechnej
Oddzial IV.

A. M, Rusiecki i A. Zarzecki
Matematyka

Podrecznik dla Uczniéw Szkoly Powszechnej
Oddziat V.
Dalsze czesci Podrecznika i Przewodnika w przygotowaniu.

Zapraszamy P. T. Nauczycieli Szkoly Powszechnej
do nadsylania zadafi okazowego egzemplarza
Podrecznika dla Uczniéw w powolaniu
na niniejszy komunikat. Egzemplarze okazowe
bede rozsylane niezwlocznie po wydrukowaniu,

KSIEGARNIA SW.WOJCIECHA

POZNAN — — AL. MARCINKOWSKIEGO 22.
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Redakior odpowiedzialny: Antoni Marjan Rusiecki w Warszawic.
Wydawca: Drukarnia i Ksiegdarnia §w. Wojciecha w Poznaniu.
Tioczono wDrukarnisw. Wojciecha w Poznaniu, na papierze z wlasnej fabryki papieru ,,Malta."'
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DR. LUDWIKA JELENSKA (Grodno).
Rozwigzywanie zadai.

Nie bede powtarzala rzeczy powszechnie znanj.rch 0 syno-
tetycznym i analitycznym sposobie rozwia,zy\:vama zade'm.
Chcialabym tylko uwydatni¢ strone psychologiczna przyje-
tych sposobéw. v

Jezeli nauczyciel po wygloszeniu, czy zanotow.a:'nu za-
dania zapyta: ,,Czego si¢ najpierw mamy dowiec-121ef:? Ja}-
kie jest pierwsze pytanie?”, — to dziecko, gdyby nie silito .s1lq
na odgadywanie, jakiej odpowiedzi chce od niego nauczyciel,
a mialo odwage szczerze zapytaé o to, czego ono cl:lc‘laloby
si¢ w zwiazku z zadaniem najpierw dowiedz‘iet‘:, — me?edno-
krotnie pytaniem wprowadziloby w zdumienie nauczymela. -

Autentyczny fakt. — Nauczycielka méwi zadanie _malez
z I oddzialu: ,Lekarz w szpitalu badal chorych. W jednej
sali lezato 7 chorych, ktérych zbadal, w drugiej zba-dal' 5.1
chorych zbadal?" Dziecko chwile milczy; nauczycielka cze-
ka na odpowiedz, zamiast ktérej otrzymuje glos'no. wypowie-
dziang uwage: ,,Ciekawam, na co tez oni chorowe'lh? e

Oto, czego sie dziecko najpierw chcialo dow1ed21et3!

Gdy w zadaniu styszy o zaméwionych u stolax:za potkach
w réznych cenach i t. p., to pierwszem pytal.nem, ktoreby zada-
1o, gdyby nie rutyna szkolna, byloby py‘tame c.:elu: #wPO co tyle
potek, do czego mialy sluzyé?” Pytanie takie byloby zupetl-
nie logiczne.




fsmer e =

S e

I“&‘Mﬂ:‘mr =

82 PARAMETR T. 2

Jezeli nauczyciel wie, jakie jest ,pierwsze” pytanie, to
dlatego, ze wie, jakie jest drugie i trzecie, czyli, Ze ma go-
towy plan rozwiazywania, a plan skonstruowaé¢ mozna wtedy
tylko, gdy si¢ ogarnia calo§é. Nic wiec dziwnego, Ze tego
planu dziecko nie ma i w odpowiedzi na pytanie nauczyciela,
odcina pierwsze z brzega dzialanie: ,lo trzeba najpierw po-
dzieli¢” i t. p.

Syntetyczny sposéb rozwiazywania naprawde nie liczy
si¢ z psychologja.

Niejednokrotnie jednak stwierdzilam, ze nauczyciel,
ktéry stara sie trzymaé sposobu analitycznego, wlasnie utrzy-
maé sie nie umie. Bardzo wielu sadzi, ze jesli zacznie od
,ostatniego pytania”, — jesli zapyta: ,Na co mamy w zada-
niu odpowiedzie¢”, — to juz tem samem ulatwi znakomicie
rozwigzanie. Tak nie jest. Analityczny sposéb rozwiazywa-
nia jest trudny dla nauczyciela i musi byé dla nauczyciela
trudny, jesli ma byé ulatwieniem dla ucznia. Jest to zreszta
powszechny fakt metodyczny.

Trudnosé analitycznego sposobu rozwiazywania polega
na tem, Ze nauczyciel musi swojem pierwszem pytaniem na-
stawié¢ dziecko na problem, tkwiacy w zadaniu. Gdy mu sie
to uda, woéwczas dziecko samo bedzie si¢ staralo rozplatac
i z koniecznosci péjdzie droga od jadra, poprzez wszystkie
dane az do pierwszego.

Przyktad: Sklepikarz placit za 10 kopert — 9 gr, a sprze-
dawal tuzin kopert za 14 gr. lle zyskal na sprzedazy 60 ko-
pert? — Problem tkwi w cenie kupna i sprzedazy 60 kopert.
Pytanie nauczyciela powinno to uwydatni¢; inaczej, choéby
zaczal od ,ostatniego pytania”, dziecko bedzie sie blakac.
Nastawimy za$ odpowiednio uwage dziecka na jadro proble-

mu, jesli spytamy: ,kiedy wogéle kupiec zyskuje lub traci na.

sprzedazy?.. A w zadaniu zyskal.., zatem sprzedat drozej
niz kupit... O ile drozej?”...

W ten sposéb dzieci same szukaé beda, ile zaplacil za
60 kopert, i natkna sie na koniecznosé wyliczenia poszczegél-
nych danych. Beda rozumialy, o co im chodzi, zanim zada-

nie rozbija na poszczegélne dzialania, a to wlasnie rzecz naj-

wazniejsza.
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Jednak stosowanie sposobu analitycznego nie jest ko-
nieczne w rozwigzywaniu zadarn.

Jezeli przy wprowadzaniu nowego typu zadan trzymamy
si¢ zasady ,zawiazywania'?), — to w rozwigzywaniu glow-
nym momentem bedzie ,zapis” zadania, czyli zestawienie
wzoru.

Uwazam ten system rozwiazywania za najracjonalniejszy,
bo dziecko ogarnia myslowo calos¢ zadania, — rozumie, — nie
rozumujac stowami. I faktycznie ujecie we wzér, o ile oczy-
wiscie stopniujemy rozumnie trudnosci, jest dla dzieci lat-
wiejsze, niz rozbijanie na pytania. Zagadnienie, ktére skupia
calg uwage, jest zagadnieniem, ,,jak zapisaé zadanie”., Skoro
wzor jest ulozony, nastepuje wyrachowanie, ktére daje od-
powiedz,

Azeby dzieci ulozyly wzér, trzeba, aby rozumialy sama
rzecz i umialy ja wyslowié. Rzecz — slowo — symbol!

W I oddziale wprowadzamy mnozenie:

1° Wywolujemy Jasia i kazemy wrzuci¢ do sloja trzy
razy po dwa kasztany (czynnos¢ konkretna — rzecz).

2° Zapytujemy dzieci, co zrobit Jas? — ,Wrzucil trzy
razy po dwa kasztany”. Czynno$é¢ wykonana (rzecz) ujmuja
stowami.

3%, Zapisz to, co méwisz". — 3 X 2 (symbol).

Dla dziecka pierwsza plaszczyzna myslowa jest sfera
konkretnego manipulowania, wykonania rzeczy. Tego, co
dobrze robi i bystro spostrzega, nie umie czesto wypowie-
dzie¢, czyli transponowaé na sfowa. Sfera myslenia slowne-
go jest wyzsza plaszczyzna myslowa. Wreszcie stowa musi
transponowaé na symbole matematyczne.

Rzecz — stowo — symbol! To zestawienie w rozwiazy-
waniu problemdéw jest rzecza najwazniejsza, samo za$§ wyra-
chowanie zadania jest rzecza drugorzedna.

Przy systemie rozwiazywania ,zapisowego", czyli ujmo-
wania we wzér, poprzez zrozumienie tresci i wyslowienie, —
wyrachowanie jest na drugim planie i skupia uwage na sobie

1) Patrz: ,Zawiqzywanie zadaii® — Parameir Ni:1. = b
6
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wowezas, gdy juz mysl uporala sie z samym problemem. My-
slac o sposobie rozwiazywania, dziecko nie potrzebuje my-
$le¢ jednoczesnie o wyrachowaniu, i ta swoboda mysli po-
zwala na wnikniecie lepsze w sam typ zadania.

DR. ROMANA MILLEROWNA (Bialystok).
Zadania - problemy.

‘ W Parametrze Nr. 1 (1931) p. Dr. L. Jelens ka zwra-
ca uwage na ,zawiqzywanie” zadan, ktére musi poprzedzaé
i prz_ygotmvywaé rozwiazywanie. Postugujac sie tym nowym
tenmn-el-n, moznaby mu nadaé jeszcze szersze Znaczenie,
ro?mm_e]agc Przez ,zawigzywanie" zadafd — tworzenie proble-
méw, domagajacych sie rachunkowego rozwiazania.

N?. ty‘Lp zadati-probleméw zwraca uwage J. Kiihnel
w swej ksiazce p. t. , Neubau des Rechenunterrichts* (Leip-
'z1g- 1922), Kihnel stwierdza, Ze jezeli w zyciu jestesmy
zmuszeni do zastosowania wiadomosci matematycznych, to
pn.}!alem, jaki nam stawia zycie, wyglada zupelnie inaf;ze]’
anizeli zadania, ktére odnajdujemy w szkolnych -ksiqikéc};
rachunkowych. Ktos, kto doskonale rozwiazywal zadania
w szkole, moze jednak przed Zyciowym problemem matema-
tycznym stanaé¢ bezradny.

C-)to ta réznica na przykladzie. Zadanie z podrecznika
bfzm:: Zosia miala 2 2. Za 85 gr kupila 1 kg sliwek. Ile pie-
Jru‘qdzy jej pozostalo? Zyciowo biorac, Zosia, chcac kupi¢
sliwek, musi zastanowié si¢ nad tem, ile kg §liwek jej po-
trze‘ba_, iaka} jest ich cena, ile pieniedzy moze wydaé ]ip-——
co na]w:-izfuejsze — musi si¢ orjentowaé, ze te wsz’yst‘kie
dane sg jej potrzebne, i musi je umieé¢ zdobyé, Otéz i dzieci
checac uzyskaé matematyczne przygotowanie do Zycia musz!
same stormulowa¢ zagadnienie, same szukaé i py'taé'o -dang
1 same znalezé rozwiazanie, — bo zycie nie podaje nam go-
towych danych, nie formutuje doktadnie problemu. &

g Jako przyktad Przytaczam jedno z zadan, ktére podaje
Kuhnel ze swojej praktyki szkolnej. (Zadanie podane
jest w troche zmienionej formie.) Owo zadanie w podregcz-
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niku brzmi: Do wytapetowania jednego pokoju i przedpo-
koju zuiyto 20 rolek tapet w cenie po 4 zl rolka i 16 rolek
po 3 z1, 10 metréw szlaku po 1 z1 50 gr i 8 m po 1 zl. Za na-
klejenie tapicer wzigl po 50 gr od rolki.

To samo zadanie, przeksztalcone jako zadanie-problem,
przedstawia sie nastepujaco: — Jakie brudne sa Sciany na-
szego pokoju! — powiedziala raz matka Ali. — Jakzie
chetniebym je kazala wytapetowaé, ale nie wiem, czy mi
pieniedzy starczy. Kto z was, dzieci, znajdzie rade, jak obli-
czyé, ile potrzeba pieniedzy?

I juz ze strony dzieci, wdrozonych do tego rodzaju pra-
cy, sypia sie pytania i projekty. Ktéres z dzieci podaje, ze
na wystawie w sklepie widzialo tapety w cenie od 2 zt za
rolke. Jak duza moze byé taka rolka? Nauczyciel podaje
wymiary. Kto widzial, jak sie tapetuje? Przycina si¢ tapety
tak dlugie, jak wysoka jest éciana, i nakleja obok siebie. Tu
dzieci wysuwaja, ze musza wiedzieé, ile tapety potrzeba,
a wiec, jak duzy jest pokéj? Obliczamy, ile rolek potrzeba;
zastanawiamy sie nad doborem tapet i szlakéw i kosztem
roboty. Dzieci znowuz pytaja, ile sie placi tapicerowi i jak
si¢ jego prace oblicza. !

Podobnie idzie praca nad obliczeniem kosztéw wytape-
towania przedpokoju, i teraz odpowiedZ na pytanie, czy ma-
musi wystarczylo pieni¢dzy, jest latwa i prosta. Trzeba tylko
wiedzieé, ile mamusia mogla wydaé.

Oczywiscie zadanie-problem bedzie mialo jeszcze wigcej
wartosci, gdy bedzie zwiazane z Zyciem szkolnem, z czems,
co dzieci moga same pézniej wykonaé, a wiec np. obliczanie
kosztéw wycieczki, zakupu materjalu na roboty reczne i t. p.

Gdy wprowadzilyémy zadania-problemy do naszej ¢éwi-
czeniéwki przy Seminarjach Nauczycielskich w Bialymstoku,
dzieci bardzo zajely sie niemi i powoli same zaczynaja wy-
szukiwaé problemy i znosi¢ dane. Nasze Zycie szkolne daje
nam czesto okazje do formulowania probleméw.

Oto na wieczorze choinkowym zdarzylo sie, ze sw. Mi-
kolajowi zabraklo torebek ze slodyczami, niektére dzieci nic
tego dnia nie dostaly. Wychowawczyni IV oddziatu rzucila
pytanie swoim dzieciom, ,jakze to sie stalo?"
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Klasa przypuszczala, ze moze ilos¢ dzieci szkolnych
bylalz'le obliczona. Sprawdzaja, pytaja o iloéé przygotowa-
nych torebek. Okazuje sig, Ze byla ona znacznie wieksza,
anizeli ilo§¢ dzieci. Ktéres zauwaza, ze mieli§my bardzo
duzo malych gosci, bo wielu z rodzicéw przyprowadzilo sio-
strzyczki i braciszkéw naszych dzieci. Dochodzimy do wnio-
sku, Ze wiele torebek dostalo sie gosciom. Byloby bardzo
milo, gdyby podarki starczyly takze i dla gosci; — czy to
mozliwe? Dzieci obliczaja przecietna ilosé goéci, obliczaja
koszty, pytaja o fundusz przeznaczony przez Komitet Rodzi-
cielski, — i odpowiedz wypada negatywnie, bo gosci ZazZwy-
czaj przychodzi do nas bardzo duzo.

Innym razem dzieci znosza pienigdze na prenumerate
Plomyka za pét roku. Tak trudno odrazu przynies¢ taka
duza sume pieniedzy. Czy nie lepiej byloby placi¢ miesiecz-
nie po 40 gr? I znowuz IV oddzial liczy, zaglada do warun-
koéw prenumeraty, pyta o dane, azeby wykazaé, ile zaoszcze-
dzamy, placac za wiekszy okres czasu.

O znaczeniu zadan-probleméw wspomina takze K.
Marsch w artykule: ,Das Problem im Rechenuntericht
(N::. 3 miesiecznika ,,Die Quelle” — Wieden 1931), podkre-
slajac, ze aby nauczyé dzieci mysle¢, trzeba je nauczyé py-
ta¢, a tego dziecko nie nauczy sie z podrecznikéw do rachun-
kow. Bodaie on kilka przykladéw z wlasnej praktyki, ktére
wyraZnie nam pokazuja znaczenie tego typu zadan.

Jeden zarzut mozna postawi¢: zadania te zabieraja duzo
czasu; wigcej ponad jedno zadanie tego rodzaju nie mozna
na jednej godzinie rozwiazaé. Odpowiedsz jest prosta: dzieci
korzystaja proporcjonalnie do zuzytego czasu. Jezeli pod-
kreslam warto$é zadasi-probleméw, to z tego nie wynika,
azeby trzeba bylo wszystkie inne odrzucié, I zadania pod-
rec?ni'kowe s3 potrzebne, zwlaszcza jezeli chodzi o wyksztal-
cenie pewnej sprawno$ci matematycznej, ale nie moZemy za-
pominaé, Ze dziecko potrzebuje réwniez i matematycznego
przygotowania do Zycia, a to jest do tej pory w wielkiem za-
niedbaniu. Cheac to naprawi¢, trzeba uczyé dzieci stawiania
zagadnieri, wynajdywania danych i pytania o nie, {rzeba
wéréd innych zadafi rozwiazywaé z niemi zadania-problemy,

" ——
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STANISLAW WITESZCZAK (Tyszowce).

Rozwiazanie zagadniedi metoda obrad grupowych.

Metody nauczania rachunkéw w szkole powszechnej nie-
zawsze osiagaja zamierzony cel. Przyczyna tego w znacznej
czesci jest roznorodnosé indywidualnosci, rézny poziom
umyslowy, stad réznice w stopniu zainteresowania, Jak do-
stosowaé zagadnienia matematyczne do réznorodnych indy-
widualnosci, jak wzbudzié¢ ogélne zainteresowanie, cheé¢ do
wspoélpracy, doprowadzi¢ uczniéw do samodzielnego ujmo-
wania i rozumowania, a przez to rozwina¢ ich inteligencje,
ujmuje to przedstawiona ponizej metoda obrad.

Uczniéw dzielimy na grupy, pod wzgledem poziomu
umystowego réwne. Zagadnienie dajemy aktualne, wysunigte
z potrzeb codziennych.

Nad ulozeniem planu rozwiazania dzieci naradzaja sie
polgtosem w grupach. Kazda grupa podaje plan w postaci
wniosku, — o ile moznoéci — ujetego we wzor. Po zapisaniu
wnioskéw wnioskodawcy kolejno uzasadniaja swoje projekty,
poczem dyskusja, w ktérej biora udzial wszystkie grupy, sta-
ra si¢ wykazaé prawdziwosé wnioskéw, ich celowosé oraz
strong ekonomiczna. Dozwolone sa interpelacje, na ktore
wnioskodawca daje wyczerpujace odpowiedzi. Ostatni glos
ma wnioskodawca, ktéry swéj wniosek podtrzymuje, wyco-
fuje lub uzupelnia. Po dyskusji nad wszystkiemi wnioskami
i wykazaniu ewentualnych bledéw w rozumowaniu pozostajg
tylko wnioski dobre, ktére sie poréwnywa dla wykrycia ory-
ginalniejszej mysli, czy tez dla uwydatnienia strony ekono-
micznej. Samo rozwiazanie, jako strona czysto techniczna,
ma juz drugorzedne znaczenie.

Po rozwiazaniu nastepuje powtérka rozumowan, zwia-
zanych z ukladaniem planéw przez uczniéw, nalezacych do
grup stabszych.

Jak wiec widzimy, pracuje samodzielnie cata klasa,
wspéldzialanie za§ w grupach o réwnym poziomie umystowym

dopuszcza wysitek umyslowy nawet u najstabszych, a wnio-
ski, chociazby i niewlasciwe, daja pole do rozumowania. Ucz-
niowie musza zawsze pamieta¢ o celu zagadnienia. Unika
sie tego, ze przy czestej pomocy ze strony nauczyciela uczer
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traci z przed oczu cel pracy i w polowie przerobmnego za-
gadnienia nie wie, o co mu chodzi,
Zarzucilby ktos, ze metoda jest za trudna dla dzieci

miodszych. Nie! Zaczynamy od zagadnien na]prymltywmejm

szych. W kazdej lekcji musimy sobie zdaé jasno sprawe, ja-
ki stopieri trudnosci odréznia dane zagadnienie od poprzed-

niego. Niezachowanie stopnia trudnosci paralizuje dyskusje

i uniemozliwia prace nawet w najwyzszych klasach.

Jest rzecza jasna, ze zamiast dwéch powazniejszych za-
gadnien na godzing bedziemy musieli jedno opracowywaé
przez pare godzin, ale przerobimy gruntownie i jesli, jak po-
wiada R oussea u, umystu nie zdolamy catkowicie wyksztal-
cié, to uczynimy go wyksztalcalnym, nauczymy ucznia kry-

tycznie patrze¢ i orjentowaé sie w zjawiskach Zycia codzien-

nego.

MARJA SZABLEWSKA (Koscierzyna).
Lekcja w szkole powszechnej na temat:
i, Zapoznanie z podzialem*.

Zapoznajac dzieci z dzieleniem, musimy koniecznie roz-
r6znié w dzieleniu dwie odmiany. W jednej méwimy, na ile
czesci trzeba podzieli¢, a szukamy, po ile bedzie w kazdej
czesci. W drugiej odmianie méwimy, po ile ma by¢ w kazdej
czeéci, a szukamy, ile tych czesci bedzie. Réznica migdzy
dzieleniem ,,na kilka” a dzieleniem ,,po kilka" najsilniej za-
znacza sie¢ w czynnosci na konkretach.

Klade na stole 21 kasztanéw (nie podajac ilosci) i mé-
wig: mam tutaj kasztany, chce je rozlozyé na 3 réwne kupki,
— jak to zrobié?

Dzieci préobuja réznie, wreszcie rozkladaja po 1 na 3 od-
rebne kupki. Po rozlozeniu dzieci licza, po ile jest w kazdej
kupce. Nastepnie biore 20 kasztanéw (nie podajac ilosci)
i méwie: Przyjdz, rozléz te kasztany na 4 réwne kupki! Po
ile jest w kazdej?
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W dalszym ciagu biore 18 kasztanéw i méwie: Mam
tutaj 18 kasztan6w, chce je rozlozy¢ na 3 réwne kupki, —
po ile bedzie w kazdej? — Co ja wam teraz powiedziatam?
{Jest 18 kasztanéw i rozlozyé trzeba na 3 kupki) — A cze-
go sie dowiemy? (Po ile bedzie w kazdej kupce.) — Przyjdz
rozl6z! — Po ile jest w kazdej kupce? (Po 6.)

Ktade 15 kasztanéw — i méwie: Mam 15 kasztandéw,
chce je roztozyé na 3 réwne czesci, — po ile bedzie w kaz-
dej? — Przyjdz, rozlez! — Po ile jestw kazdej kupce"
(W kazdej kupce jest po 5 kasztanéw.)

— Jak to zapisaé¢? Podaje zapis:

13
-

— Ja wam to teraz przeczytam, a wy uwazajcie, jak
bede wskazywata. Wskazuje i czytam: 15 kasztanéw rozlo-
zy¢ na 3 réwne czesci, — jest po 5.

Po odczytaniu mojem, jedno dziecko wskazuje, inne od-
czytuja.

Przerabiam jeszcze podzial 25 kasztanéw na 5 czeéci;
dzieci wyliczaja, po ile jest.

Dzialanie juz notuja same dzieci i odczytuja, dokladnie

wskazujac:
25
e R 5,
Nakoniec podaje zadanie z trescia: Zosia miala 10 cu-
kierkéw, cukierki te podzielila miedzy dwie swoje kolezanki

po réowno. Po ile dostala kazda?

Dzieci wyliczaja. — Kto to zadanie zapisze? Zapis:
10 vi=y 5
o
Odczytanie zadania, — Nastepnym etapem winno byé

odczytywanie oderwanych przykladéw na podzial i konkre-
tyzacja tych przykladéw przez podkladanie odpowiednio
dobranych zadan z treécia. Zadania te ukladaja dzieci same.

Obacz: Dr. L. Jeleniska. Melodyka pierwszych lat nauczania.
Wydanie III. Nakladem ,Naszej Ksiegarni* w Warszawie.
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INZ. LEONIDAS CHRZCZONOWICZ (Warszawa).
Wymiarowosé wielkosci a nauczanie rachunkéw.

1. Wielkosci, z ktéremi uczeii obecnie ma do czynienia
na lekcjach matematyki w szkolach ogélnoksztalcacych, sa to nie-
mal wylacznie: dlugosé, czas, pole, objetosé, kat i warto§é pie-
nigzna (moneta), Oméwienie tych wielkosci i ich jednostek miary,

w odpowiednim, — jak dotychczas zreszta bardzo niewystarcza-
jacym — zakresie, oddawna juz nalezy do uprawnionej treéci
arytmetyki.

Z innemi wielkoSciami uczeri spotyka sie sporadycznie. Tym-
czasem obecnie, dzi¢ki niezmiernemu tempu rozwoju techniki, —
dzieki coraz to wzrastajacemu znaczeniu zZycia gospodarczego,
szereg innych, wciaz jeszcze dla szkoly ogélnoksztalcacej ,mno-
wych” — lecz jakze juz starych wielkosci — i ,nowych” jedno-
stek miary, wiezionych do niedawna w fizyce, wkroczyt do zycia,
wszedl zwyciesko w zakres pojeé¢ nawet Zycia codziennego.

Wielkosci i jednostki te, pojecia te stanowia obecnie takaz
uprawniona praktycznie, takaz zyciowo niezbedna czesé¢ pojeé
szerszego ogolu, jak dotychczas kilogram, metr, minuta, zloty.
kilometr na godzing oraz wezel), prace (kilogrammetr, kilowatt-
godzina, kalorja) i moc czyli dzielno$é (kofi mechaniczny i watt).

2. Jednakowoz nawet wérod ludzi, zaliczanych do sfer kultu-
ralnych, z reguly niemal panuje brak istotnego zrozumienia sensu
i znaczenia tych wielkosci i jednostek, pomimo Ze z temi pojeciami
wciagz sig stykaja i niemi operuja. Wytlomaczyé sie to daje tem,
2e szkola ogolnoksztalcaca pomimo olbrzymich postepéw w dzie-
dzinie pedagogiki nie nadaza za szybkim rozwojem Zycia, Ze nie-
tylko nie uwzglednia nalezycie jego dzisiejszych wymogow, lecz
czestokroé¢ wprost ich nie wyczuwa.

Jezeli brak naleiytego rozumienia semsu i znaczenia tych
wielkosci naogol uwazaé nalezy za zjawisko wysoce ujemne
i szkodliwe nietylko pod wzgledem kulturalnym, lecz i gospodar-
czym, to dla zawodowca staje sie ten brak juz rzecza wprost nie-
dopuszczalna.

Dlatego tez dla szkoly zawodowej — wilasnie jako zawodo-
wej — dokladne opanowanie przez uczniow tych nowych poje¢
i odpowiednich jednostek, nalezyte oswojenie i obycie si¢ z niemi,
posiadaja podstawowe, zasadnicze znaczenie.

Te ,mnowe" pojecia powinny byé przeto wlaczone w szkole
zawodowej do zakresu materjalu naukowego rachunkéw naréwni
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z dlugosdcia, waga, czasem. Do tych nowych wielkoséci i jednostek
miar oprécz dotychczasowych: diugosci, pola, objetosci i pojem-
nosci, wagi (jako sily, a nie masy), kagfa, czasu i réinych cen
jednostkowych wraz ze zlotym, zaliczam jeszcze ponadto co naj-
mniej: predkosé, obrét (a w zwigzku z tem predkosé kqtowa),
prace i energie wraz z jej jednostkami (kilogrammetr, kilowatt-
godzina, kalorja), moc i jej jednostki miary (watt, koA mecha-
niczny), cisnienie (atmosfera techniczna) i naprezenie, ciezar wla-
Sciwy. Przyspieszenie i mas¢ $wiadomie pomijam.

3. Koniecznosé uwzglednienia powyzszych wielkosci w nauce
rachunkéw stoi poza tem w scistym zwiazku z samem ujeciem tej
nauki w szkole zawodowej, — ujeciem dostosowanem do ducha,
charakteru i zadan szkoly zawodowej, jako zawodowej. Nauka
rachunkéw w szkole zawodowej powinna czynié zadoéé czterem
podstawowym postulatom.

I. Ustosunkowanie si¢ ucznia do nauczanego przedmiotu po-
winno by¢ czynne, funkcjonalne, — stad oparcie nauczania na roz-
wiazywaniu odpowiednio dobranych zadan. Uczeri uzyskuje wiado-
mosci nie dla nich samych, ale dla zastosowywania przy rozwia-
zywaniu zagadnien.

II. Tematy do zadasd powinny byé czerpane z dziedziny za-
wodu, uwzglednianego przez szkole, lub z dziedzin bezposrednio
z tym zawodem zwiazanych, Nauczanie rachunkéw powinno wiec
posiada¢ podloze naturalne — nie sztuczne,

III. Powinny byé wysuwane na plan pierwszy zagadnienia,
a nie zasady. Zagadniei nie nalezy traktowaé jako ilustracji
zasad, lecz wreez odwrotnie. O zasadach mowi sie o tyle; o ile
potrzebne one beda przy rozwazaniu poszczegélnych zagadnien.

IV. Przy nauczaniu rachunkéw nalezy szeroko uwzgledniaé
rozumowanie, nie zas§ opiera¢ nauczanie na biernem zapamigty-
waniu wiadomos$ci. Stad nakaz szerokiego stosowania przez ucznia
winformatora” zawodowego ze zbiorem tablic, wzoréw i wykreséw.

W zwiazku z powyiszemi postulatami, nauke rachunkéw
w szkole zawodowej powinny cechowaé:

a) scista korelacja z innemi przedmiotami, przedewszystkiem
za§ z nauka technologji i z nauka maszynoznawstwa
(ewentualnie z nauks fizyki) — tak, iz do pewnego stop-
nia nauka rachunkéw nabiera w szkole zawodowej cha-
rakteru propedeutyki powyzszych przedmiotéw;

b) jak najdalej posunieta konkretyzacja i upraktycznienie,

Juz bezposrednio z postulatéw powyiszych wyptywa wiec
jeszcze jedna racja do wcielenia do nauki rachunkéw tych ,no-
wych” wielkosci i ich jednostek miary, jako poje¢, stanowigcych
integralng tre$¢ zagadnien, na ktérych wlasnie oparta zostaje
w szkole zawodowej nauka rachunkéw.




92 PARAMETR T. 2.

4, Celem naleiytego uwzglednienia tych pojeé i naleiytego
opanowania ich przez ucznia, koniecznem jest poprawne ich wpro-
wadzanie. Naprzyklad bledne bedzie powiedzenie: predkoéé to
droga przebyta przez cialo w ciagu jednej minuty. Predkosé to
nie jest droga. Predkos¢ to wielko§é¢ swoista, wielko$é innego
rodzaju, niz droga i czas. Predkosé jest jak gdyby ilorazem
drogi i czasu: aby wyznaczyé predko§é ruchu, dzielimy liczbe
wymiarows drogi w pewnych jednostkach dlugoéci przez liczbe
wymiarowa czasu w pewnych jednostkach czasu i otrzymujemy
w ilorazie liczbe wymiarows predkosci, wyrazona w odpowiednio
dobranych jednostkach predkosci.

Podobnie niepoprawnem bedzie powiedzenie: cena to liczba
zlotych zaplaconych np. za jeden kilogram. Cena jednostkowa.
to nie sa zlote; uczen powinien zrozumieé istotna roznice miedzy
ceng np. za kilogram i za metr, — powinien zrozumieé, Ze sa to
rozne, nieporownywalne wielkosci, ze réznica miedzy temi dwiema
cerami jest calkiem innej natury, niz np. réznica miedzy metrem
a stopa.

Po tyvch — nazwijmy je — subtelnoéciach zazwyczaj prze--
glizguje si¢ w szkole, i z tych rzeczy ani ogél kulturalny, ani
czgstokro¢ nawet zawodowcy nie zdaja sobie nalezytej sprawy.

Uczeni powinien dokladnie zrozumieé, ze w sklad pojecia tych
snowych” wielkoéci wchodzi pojecie pewnego wzajemnego usto-
sunkowania sie¢ wielkosci podstawowych, jak dlugosé, czas i waga
(cigzar — jako sila, a nie masa), — no i jeszcze wartosé ekono-
miczna (zloty).

Dla dokladnego wunaocznienia zaleinosci, wchodzacych
w sklad tych pojeé¢, albo wzrokowego oswojenia sie z niemi
i uniknigcia mozliwego, a zrozumialego zreszta pomieszania tych
pojeé, koniecznem jest stosowanie przy nauce rachunkéw symbo-
licznych oznaczer tych wielkosci w postaci stosunkéw, np. m/sek,
zi/kg lub zl/m, a takze w postaci iloczynow, np. kgm, kWh (kilo-
wattgodzina), narowni zreszta z powszechnie stosowanemi sym-
bolami m? i m® Symboliczne oznaczenia wymiarowosci tych po-
je¢ nalezy stosowaé¢ w postaci znormalizowanej, przyjetej juz
ogolnie w nauce i technice.

5. Zgodnie z wysunietemi powyzej zalozeniami, wielkosci te
powinny stale wchodzi¢ w tre$¢ zagadnienn rozwazanych, w tresé
zadan rozwiazywanych przez uczniéw. Wszakze na zagadnieniach
tych, na zadaniach oparta zostaje w szkole zawodowej cala nauka
rachunkéw. Otoz celem tem lepszego oswojenia ucznia z temi
wielko$ciami i mozliwego ziycia sie z niemi, uczen powinien przy
rozwigzywaniu kazdego poszczegélnego zadania przez caly bieg
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rachunkéw dokonywaé dzialari bezposrednio nad temi wielkoscia-
mi. Takie skonkretyzowanie samego biegu rachunkéw przyczy-
nia si¢ do lepszego zrozumienia calego rozumowania, do zrozu-
mienia dokonywanych operacyj, wreszcie do zrozumienia otrzy-
manych rezultatéw, — posiada wiec pierwszorzedne walory dy-
daktyczne. Zwykle uczern dokonywa, jak dotychczas, dwu zbed-
nych, zmudnych i niecelowych psychologicznie i pedagogicznie my-
Slowych operacyj. Uczeri przechodzi raz od konkretnych wielko-
Hci, tkwiacych w zagadnieniu, do liczb oderwanych, a po otrzy-
maniu rezultatu uczen zmuszony jest znowuz wracaé do mian,
do konkretnych wielkoéci, zmuszony jest doszukiwaé sie konkret-
nego sensu otrzymanego rezultatu. Praktyka codzienna w szko-
fach zawodowych poucza, ze uczen podczas operacyj nad liczba-
mi oderwanemi gubi sens konkretny zagadnienia i po dojéciu do
tezultatu juz bywa najzupelniej zdezorjentowany.

Wsrod nauczycieli matematyki panuje gleboko zakorzeniona
mieche¢ do bezposrednich dzialan na wymiarowych wielkosciach.
JuZ czas najwyzszy pogodzié sie z tem, ze najzupelniej upraw-
mnione sa te bezposrednie dzialania, Ze najzupelniej uprawnione
jest np. mnozenie predkosci przez czas i otrzymanie w wyniku
«dlugoéci, albo mnozenie ceny za kilogram towaru przez kilogra-
my i otrzymanie w wyniku zlotych i t. d. i t. d. Rzecz zrozumiala,
ze dzialania te sa uprawnione o tyle, o ile posiadaja sens kon-
kretny.

Konieczne jest jednak w tych wypadkach pewne zastrzezenie.
Przy dzialaniach bezposrednich na wielkosciach wymiarowych
nalezy je uprzednio uzgodni¢ migdzy soba pod wzgledem jedno-
stek miary tych wielkosci.

6. Przytoczone ponizej zadania i ich rozwigzania konkrety-
zuja na przykladach wysuniete w niniejszym artykuliku dezyderaty.
Zastrzegam sig, e rozwiazania tych zadan podane zostaly w uje-
ciu zwiezlem, skroconem. Na lekeji powinny one byé obszerniej,
bardziej dydaktycznie oméwione i potraktowane. Zadania po-
nizsze uwzgledniaja gléwnie potrzeby szkél dla metalowcéw,

1) Samochéd, jadac ze stala predkoscia, przebyl 128 km
w 3 godz. lIle wynosita predko$é samochodu w metrach na se-
kunde?

Pierwsze ujecie:
v — 128 km : 3 godz — 128000 m : 10800 sek —
128 000

= —o800 m/sek — 11,85 m/sek.
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Drugie ujecie:

1000 5

1 km/godz = 3600 m/sek — 16 m/sek.
128 128 5 :
v = _%132’8 km/godz — . . 1 km/godz = = m/sek —

= 11,85 m/sek..

2) lle bedzie wazyl odlew stalowy o objetosci 14'5 dm? (bef
pustot) ? — Wskazéwka: cigzar gatunkowy stali wynosi 7,86 t/m?®,
gdzie t oznacza tonng metryczna: 1 t — 1000 kg,

1000

1 t/ma = m kg}dma = 1 kg/dms.

7,86 t/m® — 7,86 kg/dm?,
x = 145 dm?.7,86 kg/dm® — 1140 kg.

Uwaga. Jak w tem, tak i w poprzedniem zadani'u, — i wo-
goéle mozliwie przy wszelkich zadaniach, ‘—.wskazane jest uprzed-
nie przeprowadzemie przez ucznia pamigciowego rachunku sza-
cunkowego dla orjentacji: wiec w danym wypadku oszacowanie
pamigciowe iloczynu 145 . 7,86 daje zgrubsza 150 . 8 — 1200.

7. Jak widaé z powyzszych przykladéw, nie id‘zie. wc.'?‘.le na
danym poziomie nauczania o wyklad zasad mqoifama i d21glen1,a
symboléw jednych przez drugie, czy o uzgsadme'me tych dz.lalan-.
lecz poprostu o konsekwentne pisanie mian w ich s_ymbohc'zne;
postaci przy liczbach, na ktérych wykonywamy tfa %ub inne dziala-
nia, i pogodzenie sie z mysla, ze mnoiymy_i dflehlmy w ten spo-
s6b jedne wyrazenia mianowane przez drugie réwniez mianowane.
QOznaczenie rodzaju wielkoéci wymiarowej c:_:yh —.wlasmw:e mé-
wiac — oznaczenie wymiaru, jaki bedzie mialo miano przy 1.1cz’-
bie, ctrzymanej w wyniku naszych dzialan, wymaga rozwaZa,
dckonywanych — i to stanowi istote rzeczy, — ;'ak przy przysta-
pieniu do samego rozwigzania zagadnienia, tak i podczas calego
przebiegu dziatan.

8. W artykule powyiszym poruszalem dwie sprawy: jedna —
to sprawa wprowadzenia do nauki rachunlféx_v w szkotach zawo-
dowych pojecia wielkosci wymiarowych i ich ]ed'nostek miary,,
i druga — to sprawa zapoznawania przez szkole ogolnoksztalcaca
tych wielkoséci i jednostek.

W jakim zakresie i w jakiej postaci nalezaloby w szkole po-

wszechnej i w gimnazjum wprowadzié do nauki rachunkéw i do
nauki matematyki wogéle wielkoséci wymiarowe, — jest rzeczg

dyskusiji.
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Zamykajac swéj artykulik, korzystam z okazji, zeby zazna-
czyé, Ze poruszona przeze mnie sprawa jest tylko pewnym waz-
nym, ale zawszeé szczegélem Sprawy wazniejszej i szerszej —
sprawy niedostosowania nauki matematyki w szkolach ogélno-
ksztalcacych do wymogow zycia wspolczesnego,

Na terenie wlasnie szkoly zawodowej wystepuja jaskrawo
te niedomagania szkoty ogblnoksztateacej. A szkola zawodowa
jest wszakie w duzym stopniu miernikiem, wyrazicielem tych wy-
mogéw zycia wspolczesnego.

Na terenie szkoty zawodowej wystepuje jaskrawo przede-
wszystkiem niepokojace systematyczne obnizanie sie poziomu
przygotowania i umiejetnoéci matematycznej, zastraszajaca bez-
radnoéé uczniéw przy rozwiazywaniu najprostszych nawet zadas.

Jedna z wazniejszych przyczyn tych objawow widze w owem
wlasnie niedostosowaniu sie szkoly ogélnoksztatcacej do wymo-
gow Zycia wspélczesnego pod wzgledem wyboru materjalu na-
ukowego i pod wzgledem ujecia samego nauczania.

Byloby wysoce pozadanem, zeby Parametr otworzyl swe
tamy tej waznej sprawie w szeregu artykuléw dyskusyjnych.

Artykulik niniejszy spelnilby swe zadanie, gdyby wywolal te
dyskusje.

DR. STEFAN STRASZEWICZ (Warszawal),

Uwaga o podstawowych ukladach
zwigzkéw miedzy elementami trojkata.

W podrecznikach trygonometrji podawane bywa twierdzenie,
ze trzy uklady réwnan miedzy bokami a, b, ¢ a przeciwleglemi
katami A, B, C tréjkata, a mianowicie:

a) twierdzenie sinuséw wraz ze zwigzkiem A + B 4 C = 7,

b) 3 réwnania, wyrazajace t. zw. twierdzenie o rzutach dla

kazdego z bokéw trojkata,

c) 3 réwnania, wyraZajace t. zw. twierdzenie o kwadracie

boku dla kazdego z bokéw trojkata,
stanowia uklady réwnan réwnowazne.

W tej formie twierdzenie byloby niescisle, to tez zaklada
si¢ ponadto, ze a, b, ¢ sa dodatnie, a A, B, C zawarte migdzy
0i .

Rzecz w tem, ze zaden z ukladéw réwnafi, wymienionych
pod a), b) i c), nie daje jeszcze warunkéw dostatecznych na to,
aby liczby a, b, ¢, A, B, C byly elementami tréjkata.

Dok!adniejsze zbadanie kwestji prowadzi do ustalenia naste-
pujacych twierdzen.
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I. Aby liczby a, b, ¢, A, B, C wyrazaly odpowiednio boki
i przeciwlegle kqty iréjzqla, jest koniecznem i dostatecznem, izby
spelnialy one uklad zaleirosci

(i} AL B LC—==x

a b c

2 sinA sinB sinC

Bl A0 B> 0 € =0

(4 a>o0.

Powyiszy uklad warunkéw jest rizprzywiediny.

Dowéd. Koniecznosé tych warunkéw wynika z podstawo-
wych wlasnoéci tréjkata.

Aby wykazaé ich dostateczno$é, zauwaimy, ze wotec (1), (3)
i (4 mamya >0, B > 0,C >0, B - C < =, wiec istnieje
tréjkat o boku a i katach przyleglych B i C. Trzeci kat tego
tréjkata niech bedzie rowny A,, boki przeciwlegle do B i C
mniech beda odpowiednio réwne by i ¢;.

Ze zwiazkow A, + B + C = = oraz (1) wynika A, = A,

@ _ 2 (2 wynika b, = b.
sinA sinB
Podobnie otrzymamy ¢, — c.

Mamy jeszcze udowodnié¢ nieprzywiedlnoé ukladu zwiazkow
(1)—(4), t.zn. dowie$é, ze zaden z nich nie wynika z pozostalych.
Przypusémy, ze liczby a, b, ¢, A, B, C spelniaja wszystkie te
zwiazki. Latwo stwierdzié, ze liczby takie istnieja; wynika to
zreszta z powyiszego dowodu dostatecznosci. Wowezas:

1. Liczby @, b, ¢, A, B, C + 2z spelniaja wszystkie zwiazki
wukladu z wyjatkiem (1); zwiazek (1) jest wiec niezalezny od
pozostalych.

2. Liczby @, 2b, 2¢c, A, B, C spelniaja wszystkie zwiazki

stad za$ oraz ze zwigzkow

stad wynika niezalezno&é

ukladu z wyjatkiem e oo

sinC sinB
tego zwiazku od pozostalych; podobnie stwierdzimy niezaleznos¢
zwiazku — :——.
sinB sinC

3. Liczby a, b, ¢, A — 2%, B 4 2=, C spelniaja wszystkie
zwiazki ukladu z wyjatkiem warunku A > 0; jest on zatem nie-
zalezny od pozostalych; podobnie bedzie dla B > 0 i C > 0.

4, Liczby —a, —b, —¢, A, B, C spelniaja wszystkie zwiazki
ukladu z wyjatkiem a > 0; i ten warunek jest wiec niezaleiny

od pozostalych.
Twierdzenie I udowodniliSmy wiec calkowicie.
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II. Aby liczby a, b, ¢, A, B, C wyrazaly odpowiednio boki
i przeciwlegle kaqty fréjkqla, jest koniecznem i dostatecznem, iiby
spefnialy one ukled zaleznosci:
a — bcosC -+ ccosB,
(1) b = ccosA 4 acosC,
¢ = acosB 4 bcosA,
(2) A= 0. B >0, C =00,
{3) A< B<sx C<an
(4) a0, b= 50
Powyiszy uklad warunkéw jest nieprzywiediny.
Dowéd. Koniecznos¢ warunkoéw stwierdzamy, jak w I.

Dostatecznoé¢. Wobeca >0, 56> 0, 0 < C <, istnieje tréj-
kat o bokach a, b i kacie pomiedzy niemi zawartym C. Trzeci
bok tego tréjkata niech réwna sig¢ ¢;,, a katy przeciwlegle do
a i b niech beda réwne A, i B;. Mamy wiedy:

a = becosC - ¢,cosB,,
b = e¢,cosA,; | acosC,
¢; = acosB; - bcosA,.

Z pierwszych dwéch réwnan oraz z odpowiednich réwnan
(2) otrzymamy

ccosB ccosA
sy COSA; = ;
€y i

podstawiajac te wyniki do trzeciego z powyiszych réwnan mamy
€4* = c(acosB + bcosA); stosujac trzecie z réwnan (1), otrzymamy
¢,* = ¢* a poniewaz ¢, > 0, a wobec (4) jest tez ¢ > 0, przeto
¢, = ¢, Poprzednio otrzymane réwnania daja teraz
cosB, = cosB i cosA; = cosA, skad po uwzglednieniu (2) i (3)
wypadnie: B, — Bi A, — A.

Nieprzywiedlnosé. Przypuéémy, ze liczby a, b, ¢, A, B, C
spelniaja wszystkie zwiazki (1) — (4). Wowczas:

1. Liczby 2q, b, ¢, A, B;, C,, gdzie liczby B, i C, sa takie, ze
0 < .B'_1 < %% 0<C <=z icosB;, = 1cosB, cosC; = lcosC,
spelniaja wszystkie zwiazki ukladu z wyjatkiem pierwszego
z réwnan (1).

2. Liczby a, b, ¢, A — 2=z, B, C spelniaja wszystkie zwiazki
{1) — (4) z wyjatkiem A > 0.

3. Liczby a, b, ¢, A 4 2r, B, C spelniaja wszystkie zwiazki
(1) — (4) z wyjatkiem A < =.

' 4.’Lxczby —a, b, ¢, A, x — B, 1 — C spelniajg wszystkie

zwigzki (1) — (4) z wyjatkiem a > 0.

’Z uwagi na symetrje ukladu zwiazkow (1) — (4), z przy-
kl’adow powyzszych wynica niezalezno$é kazdego z tych zwiaz-
koéw od pozostalych.

cosB, =

Parametr, 7
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IIl. Aby liczby a, b, ¢, A, B, C wyrazaly odpowiednio boki
i przeciwlegle katy. tréjkata, jest koniecznem i dostatecznem, izby
spelnialy one uklad warunkéw:
a®> = b?* | ¢? — 2bccosA,
(1) b* = ¢* 4 a® — 2cacosB,
¢ = @ -+ b* — 2abcosC,
@ ¢ A S 6B i b,
(3) AL m, B <ot o,
(4) a>®9, b>10: c>0.
Powyiszy uklad zwiqzkéw jest nieprzywiediny.
Dowéd. Koniecznoéé stwierdzamy, jak w I

Dostatecznosé. Tak samo, jak w twierdzeniu II, rozwazamy
trojkat o elementach, a, b, ¢,, 4,, B;, C. Wtedyc,2 — a2 - b2 —
— 2abcosC; stad wobec (1) ¢, = ¢2, a dalej wobec (4) ¢, = ¢;
pierwszy wzér (1) w polaczeniu z odpowiednim wzorem dla
tréjkata A, B, C daje teraz cosA; — cosA, wiec wobec (2)
i (3) musi byé A; = A. Podobnie wypadnie B, = B.})

Nieprzywiedlnosé. Niech liczby a, b, ¢, A, B, C spelniaja
wszystkie zwiazki ukladu (1) — (4). Woéwczas liczby aq, b, ¢,
1A, B, C spelniaja’ wszystkie zwiazki tego ukladu z wyjatkiem
pierwszego rdéwnania (1). Stad wynika niezaleznosé kazdego
z rownafi (1) od reszty zwiazkéw ukladu. Niezaleznosé kazdego
z pozostalych zwiazkéw ukladu (1) — (4) wykazujemy tak samo
jak w twierdzeniu IL.

Z dowiedzionych twierdzei mozna wysnué nastepujacy
whniosek:

Trzy uklady zwiqzkéw, podane w twierdzeniach I, II, 111, sq
rownowazne.

Kazdy z tych ukladéw mozna zatem przyjaé za podstawe
trygonometrji. — Dowéd tej rownowaznosci moznaby oczywiécie
przeprowadzi¢ bezpoSrednio droga rachunkowa. Cwiczenie to
pozostawiamy Czytelnikom.

JAN SNIADECKI (1817).
-0 potrzebie gruntownego poznania poczatkéw matematyki.

Nikt zapewne nie watpi o wielkich matematyki pozytkach
i przystugach: ale z poczatkowa tylko téy nauki znaiomoscia, Za-
den kray ani do tych pozytkéw nie trafi, ani do rzedu narodéow
gruntownie uczonych nigdy naleze¢ nie bedzie. Zeby za$ do gleb-

‘) Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze w dowodach dostatecznosei ukladsw
w twierdzeniach II i III trzeba bylo korzystaé z kazdego z 12 zwiazkow
odpowiedniego ukladu,

T 2 _ PARAMETR 99

szych wiadomosci matematycznych przebraé sie pomyélnie, i uczué
te roskosz umysty, iaka napelniaia my$lacego czlowieka, trzeba
ie koniecznie w poczatkowych zasadach obiaé gruntownie.

Dla tego bylo zamiarem moiego zycia, ulatwié mlodzi kraio-
wey wstep i droge do tych glebokich umieietnosci: ale przygody
kraiowe miotaiac mna po rozmaitych trudach, ani z moiém po-
‘wolaniem ani z moiemi checiami niezgodnych, nie daly mi dopro-
‘wadzi¢ do konca tak potrzebnego przedsiewziecia. Przy schytku
zycia chcialbym ieszcze co§ zrobi¢ dla tey mlodzi, ktéréy dobro
i pozytki nigdy mnie nie przestana zywo obchodzié.

Z, przedmowy do TRYGONOMETRYI KULISTEY.

DR. ANTONI HOBORSKI, Prof. Akademiji Goérniczej (Krakow).
Dowdd niewprost, a szkola srednial).

§ 1. Dwie postacie dowodu zna matematyka: dowod bez-
posredni (wprost) i dowdd niewprost, poéredni, zwany takze
dowodem per reductionem ad absurdum.

Z tych postaci, dowéd posredni (apagogiczny) jest latwiejszy,
daje bowiem punkt wyjscia?).

Dla przykladu weimy twierdzenie o kole Feuerbacha
«czyli kole 9 punktéw. Twierdzenie to podzielimy na dwie czedci.

1) Jezeli ABC jest danym tréjkatem, H.H.H, sa spodkami
wysokosci, S,8,S, srodkami bokéw, H punktem przeciecia sie
wysokosci (orfocentrum), A'B'C' §rodkami odcinkéw AH, BH, CH,
to istnieje kolo, przechodzace przez dziewie¢ punktéw
H,H,H,S,8,S;A'B'C".  $rodek O, tego kotla jest srodkiem odcinka
HO, przyczem O oznacza $rodek kola, opisanego na trojkacie

2) Dla kaidego tréjkata punkty H (ortocentrum), G (érodek
ciezkosci), O (§rodek kota opisanego) i Oy (§rodek kola Feuer-
bacha) leza na jednej prostej i tworza podzial harmoniczny.

Na pierwszy rzut oka niewiadomo, od czego dowdd zaczaé;
niejednokrotnie mozna szukaé dowodu, zaczynajac go w kilka
sposobéw i porzucajac obrang droge.

W przypadku tw. 1 ulatwia nam poszukiwanie dowodu
koricowe zdanie, ze O, jest $rodkiem odcinka HO. Bez tej
uwagi niejeden z nas nie umialby rozpoczaé dowodu.

) Odezyt wygloszony dnia 26 lutego 1931 r. na Kursie matematycznym
dla nauczycieli szkét srednich w Krakowie.
*) Zob. J. Sleszynski: Teorja Dowode. Tom 1, str, 15T.
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Oto szkicowany dowdd tw. 1. Trojkat ABH jest podobny
do trojkata OS,S, (bo odpowiednie boki sa réwnolegle); ponie-
waz S,S; = 1AB, wiec OS, = 1AH, 0S, = 1BH. Niech O,
bedzie §rodkiem odcinka OH. A wiec AA'HO, przystaje do
A0sS,0; tedy A'Oy — O;S,. Poniewaz AA'SH, jest prosto--
katny przy H,, wiec A'Oy, — O,H,. Poniewaz O jest srodkiem.
kota opisanego, wicc OA = OB — OC, przeto

A0, — IZOA — iOB — B . — EOC = 0,C" it d

Aby dla tw. 2 wykazaé, ze sérodek ciezkosci G leiy na.
prostej HO, wykazemy (oznaczajac przez G punkt przecigcia
prostych AS, i HO), ze trojkaty AGH i CGS, sz podobne, co
wynika z rownosci katéw; poniewaz — jak poprzednio wyka-
zalismy — OS, = lAH, wiec GS, = lAG, co juz wykazuje,
ze G jest Srodkiem ciezkosci trojkata. Zarazem z ostatniego
podobieristwa wynika, ze OG = 1HG.

Punkty HG, OOy tworza podzial harmoniczny (czyli sg har--
monicznie sprzezone), to znaczy, ze

et | e
OH , O _
— =TT
0G 0,G

Wykazaé to nietrudno, bo O, jest Srodkiem odcinka OHj;,
punkt G dzieli ten odcinek w stosunku 2 : 1 (OG = }OH).
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§ 2. Zupelnie inaczej przedstawia sig¢ sytuacja nasza, gdy
probujemy dowodu niewprost. Wezmy dla przykladu elementarne
twierdzenie. Wiadomo, ze logarytmem zwyczajnym liczby (@)
mazywamy pierwiastek réwnania wykladniczego

(1) 10* = a.

Otéz pytanie: ile liczha (a) ma logarytméw zwyczajnych ?
.redukuje si¢ do pytania: ile pierwiastkéw ma réwnanie (1) przy
danej liczbie (a)? W odpowiedzi dowodzimy twierdzenia, ze
réwnanie (1) albo nie ma wcale pierwiastka, albo ma tylko jeden
pierwiastek, co kritko takie tak wyslowimy: réwnanie 10° —a
ma co najwyiej jeden pierwiastek. Czy ma jeden pierwiastek, czy
nie ma pierwiastkéw, zaleiy od liczby (a). A mianowicie do-
kladniejsze jest twierdzenie nastepujace:

Jeieli jest @ < 0, to réwnanie (1) nie ma pierwiastka; gdy
jest a > 0, to réwnanie (1) posiada dokladnie jeden pierwiastek.

Zajmiemy sie dowodem powyzej podanego twierdzenia,
mnijej dokladnego, i to niewprost. W tym dowodzie oprzemy
si¢ na dwéch twierdzeniach.

1. Jakakolwick jest liczba (x), to jest 10* > 0.
II. Gdy jest u > 0, to jest 10* > 1.

Jakie rozpoczniemy dowéd niewprost, ze réwnanie ma co

najwyzej jedno rozwiazanie przy kazdej danej liczbie (@)? W tym
wzgledzie niema 2adnego klopetu. Przypuscimy na chwile, ze
twierdzenie nie jest prawdziwe, istnieje wiec taka liczba (@),
Ze rownanie 10* — a, ma wigcej, niz jeden pierwiastek, a wiec
co najmniej dwa. Niech niemi beds liczby x, i x, i niech
x; > x; stad wynika, ze 10% — a, 10% = aq, przeto jest
10 = 10", ale 10" > 0 na mocy tw. I, wiec wolno podzieli¢
przez 10%, i otrzymamy 10" — ™ — 1, Jezeli wiec nieprawda,
byloby twierdzenie, ktére mamy udowodnié, to istnialaby liczba
u = x;, — x; > 0 taka, Ze 10" = 1, ale to jest widocznie
sprzeczne z twierdzeniem II. Doszlismy wiec do sprzecznosci —
do ,absurdu#. Tem samem uwazamy twierdzenie za udowod-
nione — za sluszne. ‘
, § 3. Dowody niewprost sa dosé czeste, zwrocily przeto
uwage filozofow i matematykéw; niektérzy nawet, — jak zoba-
czymy — nieslusznie, uwazali dowé6d niewprost za mniej war-
tosciowy, niz dowéd wprost. Z zarzutami tego rodzaju rozprawia
si¢ Bolzano (z zawodu profesor teologji) w IV tomie swojej
s Wissenschaftslehres (str. 278).

Ogélna posta¢ dowodu niewprost jest nastepujaca. Zalézmy
%Ze mamy udowodni¢ twierdzenie matematyczne, ktéremu mozna
zawsze nada¢ postaé: ,jezeli jest p, to jest g« czyli ,z p wy-
nika g“. Twierdzimy, Ze zdanie to jest prawdziwe. Aby to
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dobrze zrozumieé, zastanéwmy si¢ nad tem, co to znaczy, ze
zdanie ,,z p wynika g« jest prawdziwe.

Otéz (p) moze byé¢ prawda lub falszem — i podobnie (g).
Wobec tego sa cztery mozliwosci, zestawione w nastepujacej
tabelce:

B (o) wégg
prawda | prawda
prawda falsz

falsz | prawda
falsz | falsz

Rozejrzenie sie w tej tabelce bedzie nadzwyczaj ulatwione,
gdy uprzytomnimy sobie dwie prastare, bo jeszcze Arysto-
telesa siggajace zasady:

a) z prawdy tylko prawda moie wynikac*);

b) z falszu wynika prawda lub falsz®).

Wobec tego uwazamy twierdzenie ,,z p wynika ¢ za sluszne
jedynie w nastepujacych trzech przypadkach: '

B rlivly
prawda prawda
falsz prawda
falsz falsz
Gdyby zas bylo:
T
prawda | falsz

to twierdzenie ,,z p wynika g« uwazamy za falszywe. Zarazem wi-
dzimy, ze dowdd prawdziwoéci twierdzenia ,.z p wynika ¢+ ma
za cel wykazaé, ze gdy (p) jest prawda, to (g) jest prawda,
gdyz wypadki: ,,gdy p jest falszem, to g jest prawdq lub fafszem<
sa nieinteresujace. 0Ot62 dowéd niewprost slusznosei twierdzenia
»Z p wynika g rozpoczynamy dylematem: albo twierdzenie to
jest stuszne, albo jest falszem. Dylemat ten jest dysjunkeja zupelna,
t. zn. jedna i tylko jedna czeéé dylematu jest stuszna.

Aby wiec wykazaé, ie twierdzenie nasze jest stuszne, wy-
kazemy, e zalozenie chwilowe, iz jest falszem, prowadzi do ab-
surdu, do wyniku niezgodnego z prawda. Ale zauwaimy, ze
falsz moze tylko z falszu wynikaé. A wiec zalozenie chwilowe,
ze nasze twierdzenie jest falszywe, jest falszem, a wiec twier-
dzenie jest sluszne, c. b. d. u. :

‘) Oczywiécie— przy prawidlowem rozumoWaniu, co milczaco zakltadamy.
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Zauwazmy jeszcze, Ze na mocy poprzednich wyjasniefi umiemy

natychmiast sformulowaé zdanie: twierdzenie ,z p wynika g«
jest falszem; znaczy to bowiem, ze falszem sa trzy przypadki:.

P | g
prawda prawda
falsz prawda
falsz falsz

a poniewaz poprzednio podane cztery przypadki tworza dysjunkcje
zupelna, wigc dochodzimy do tego, ze prawdziwym ma byé
czwarty przypadek:

P | g
prawda I falsz
czyli przypadek
P ’ nie-q

prawda I prawda

Zakladamy wiec chwilowo, ze slusznem jest twierdzenie:
»Z p wynika nie-q~. Widzimy tedy, ze dowéd niewprost polega
na tem, e zaprzeczamy wnioskowi (nastepnikowi) twierdzenia.
Tem samem mamy okreslony punkt wyjécia dowodu. Z po-
wyzszego przedstawienia postaci dowodu widoczne, ze dowéd
niewprost jest ze stanowiska logiki zupelnie poprawnym. I nie
moze by¢ inaczej, gdy — jak to slusznie zauwazyt prof. J. Sle-
szyfiski — dowdd niewprost twierdzenia: ,z p wynika g
jest dowodem wprost twierdzenia: ,,z nie-q wynika nie-p~. Stosunek
dwu tych twierdzefi: ,.z p wynika g oraz ,,z nie-q wynika nie-p*
jest — jak wiadomo — bardzo prosty: albo oba te twierdzenia
sa réwnoczesnie stuszne, albo oba réwnoczesnie falszywe, jak to
widaé z nastepujacych zestawieni:

P l q nie-g L nie-p
prawda prawda falsz falsz
falsz prawda falsz prawda
falsz falsz prawda prawda
P | q nie-g | nie-p
prawda | falsz prawda ] falsz

Twierdzenie: ,,z nie-g wynika nie-p* nazywamy®) twierdzeniem,

otrzymanem przez kontrapozycje z twierdzenia: ,,z p wynika g,

®) Zob, J. Sleszynski: Teorja Dowodu. Tom Ii Il
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W dowodzie niewprost mozina niekiedy natrafié na bardzo
interesujacy przypadek. Oznaczmy przez (A) twierdzenie ,z a
wynika b~. Chodzi nam o to, czy to twierdzenie jest prawda,
czy tez falszem. Zaléoimy, Ze udalo nam sie udowodni¢ twier-
dzenie ,,z A wynika nie-A. Stad zaraz ocenimy, czy (A) jest
prawda, czy falszem. Mamy bowiem:

A r nie-A
prawda falsz
falsz prawda

Poniewaz z prawdy moze tylko prawda wynikaé, wigc tylko
drugi wiersz tabelki jest stuszny, czyli (A) jest falszem.

Dla ilustracji przytoczymy przykltad Bolzan y®%). Rozwaimy
zdanie: ,,wszystkie zdania sq falszywe. Chodzi o to, by je zbié,
t. zn. wykazaé, ze jest falszywe. Ot6z to jest zdanie, a wiec
i ono jest falszywe, czyli nie wszystkie zdania sa falszywe.
A wige ze zdania (A) wynika (nie-A). Wobec tego sceptycyzm
zupelny musi uchodzi¢ za bledny. Prof. J. Sleszyrnski do-
daje jednak?), ze bezwzgledny sceptyk mogiby na to odpowiedzie¢,
Ze nie uznaje {rybu syllogizmu Barbara, przy pomocy ktérego
uzyskal tu twierdzenie, ze z (A) wynika (nie-A).

§ 4. Pragne jeszcze nadmienié, Ze mozna sobie zada¢ pytanie
nastepujace: czy mozna uniknaé dowodu niewprost, czy moze
kazdy dowod niewprost daje sie zamienié¢ na dowdd wprost?

Sprawe te nalezy uwazaé za dotad nierozstrzygnieta. Wpraw-
dzie Bolzano w IV tomie swojej Wissenschaftslehre (str. 278,
2 Anmerkung) twierdzi, ze kaidy dowdd niewprost, zawarty
w Elementach Euklidesa, udalo mu sie zamieni¢ na dowoéd
wprost. Tego samego zdania, co Bolzano, byl juz Arysto-
teles (Anal. prior II, 14). Leibniz (Nouv. Ess. IV, 8) watpil
w mozliwos¢ usuniecia dowodu niewprost’). Jednakowoz, jak
dlugo nie mamy ogélnego i poprawnego dowodu tezy Arysto-
telesa — Bolzany, tak dlugo musimy uwazaé rzecz za nie-
rozstrzygniets. .

O ,kontrprzyklad' nie tak latwo — mojem zdaniem. Jezeli
bowiem kto§ daje przyklad dowodu niewprost, o ktérym twierdzi,
ze nie daje si¢ przerobi¢ na dowéd wprost, to zawsze moie
powstaé pytanie, czy si¢ komus innemu ta rzecz nie powiedzie.

Bolzano podaje nastepujacy przyklad zamiany dowodu
niewprost na dow6d wprost. Wiadomo, ze Euklides dowodem
niewprost (Elementa ks. I, tw. 6) udowodnil, ze jezeli w troj-
kacie katy « = (, to przeciwlegle boki @ = b. Dowéd

%) B. Bolzano: Wissenschaftslehre. Tom 1V, str. 282.
"} Teorja Dawodu, Tom I, str. 161,
8) Cytat wedlug Bolzany.
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4 Euklidesa sprowadza sie do absurdu, ze calosé jest przy-
stajaca do swej czesci. Ale mozna podaé inny dowdd, réwniez
niewprost. Zaléimy, Zze udowodniliémy dwa twierdzenia dla tréj-
kata:
1) jezelia = b, to o = B;
2) jezelia > b, to a > B,
To drugie twierdzenie daje nam bezposredni dowéd twierdzenia:
3) jezelia < b, fo o < B;
(¢dyz a < b daje b>a wiec B> 0 skad a < B).
Udowodnijmy twierdzenie: ,jezeli w tréjkqcie jest o — g, fo

jest @ = b+. Dowodzi sie zwykle tego twierdzenia niewprost.

Wypowiada sie dysjunkcje zupelna: albo @ — b, albo e > b, albo
a > b. Ale nie moze byé a > b, bo na mocy poprzedniego wynika
stad o > B; podobnie nie moze byé a < b. A wiec byé musi a — b.
Z latwoécia mozna uniknaé dowodu niewprost. Mianowicie —
wedlug Bolzany — mozna tak postepowaé: Skoro jest o — B,
wigc nie jest ani o > (3, ani @ < B. Ale tw. 2 przez kontra-
pozycje daje: z nie-(a > B) wynika nie-(a > b); tw. 3 przez
kontrapozycje daje: ,,z nie-(o <f) wynika nie-la < b)<. Wobec
+ tego ; ¢ = [ wynika nie-(a > b) i nie-{a < b), przeto jest
a = b.

§ 5. Sprawe, czy zawsze mozna dowéd niewprost zastapié
dowodem wprost, podjal na nowo Hélder w r. 1929 rozprawa,
drukowana w Leipziger Berichte (81 tom, zesz. IV, str. 201-216)
p. t. Der indirekte Beweis in der Mathematik?). Hélder broni
zapatrywania przeciwnego pogladom Bolzany; w rozumowa-
niach Bolzany dopatruje sig petitio principii (i to — mojem

zdaniem — mnieslusznie). Wywody swoje popiera Hélder kilku
przykladami, z ktérych jeden jest bardziej interesujacy. Otéz ten
przyklad, — ktéry tu powtérzymy, — opiewa nastepujaco: opie-

rajac sie¢ na aksjomacie ciagloéci Dedekinda, daje sie udowod-
ni¢ aksjomat ciaglosci Archimedesa. Dla lepszego zrozu-
‘mienia rzeczy przypominamy oba aksjomaty.

7 Aksjomat ciagloéci Dedekinda brzmi nastepujaco: jezeli
kazdy punkt prostej nalezy do jednej z dwéch mnogosci M i N,
jezeli obie mnogoéci sa nieskoficzenie liczne i jezeli (przyjmujac
prosta za pozioma) kazdy punkt mnogosci M lezy na lewo od
kazdego punktu mnogoséci N, to istnieje punkt separacyjny tych
mnogosci, nalezacy juz to do M, juz to do N, i taki, ze kaidy
punkt na lewo od niego nalezy do mnogosci M, a kazdy punkt
hia prawo od niego nalezy do mnogoéci N.

. Aksjomat ciaglosci Archimedesa opiewa w sposéb na-
stgpujacy: wychodzac z dowolnego punktu prostej i odkiadajac

. ) W r. 1930 ukazalo sig w Leipziger Berichte uzupelnienie Héldera
do jego wyzej cytowanej pracy.

e —
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od niego w prawo odcinki jednakowej a skoriczonej dlugosci
(t. zw. odcinki wlasciwe) mozna skoficzona iloscig tych odcinkéw
przekroczyé kazdy punkt tej prostej.

Otéz Holder wykazal, ze z aksjomatu ciagloéci Dede-~
kinda wynika jako prawdziwy aksjomat ciagloéci Archime-
desa.

§ 6. Dowéd Héldera brzmi nastepujaco:

Wychodzac z punktu A, odkladamy réwne odcinki A,4, —
= AA, = A A, — . ... Twierdzimy, ze odkladajac w tem
sposob skoniczona iloéé¢ odcinkéw, przekroczymy kaidy zgéry
dany punkt B prostej, ktéra przyjmiemy jako pozioma. Qznacz-
my przez M nastepujaca mnogoéé punktéw tej prostej: punkt
P tej prostej zaliczamy do mnogosci M, jezeli jest albo jednym
z punktéw A, Ay, A, . ... albo lezy na lewo przynajmniej
od jednego z punktéw A, A, A,, . ... Twierdzenje nasze, ie
réwnemi odcinkami AA,, A4, . ... potrafimy kazdy punkt
B prostej przekroczyé, znaczy widocznie teraz, ie wszystkie
punkty prostej naleza do mnogoéci M, i to wlasnie mamy udowodnié.

4, 4, 4, 4. B

RYS.R.

Dla zrozumienia dalszego d owodu przypomne dwa po-
jecia z teorji mnogosci: 1) pojecie punkfu skupienia, 2) pojgcie
punkiu wewnefrznego mnogosci. W tym celu oznaczmy przez R
dowolng, byle nieskonczenie liczna mnogosé¢ punktéw na prostej.

Punkt S prostej (niezaleznie od tego, czy nalezy do mnogoéci,
R, czy tez do niej nie nalezy) nazywa sie punkfem skupienia mnogosci
R, jezeli kaide otoczenie punktu S zawiera przynajmniej jeden
punkt mnogosci R. Np. niech mnogosé¢ R sklada sig z punktow

osi x o odcietej %. gdzie (n) oznacza dowolna liczbe naturalna..

Mnogoéé ta ma liczbe zero jako punkt skupienia, gdyz w kazdem
otoczeniu punktu zero znajdzie sie — i to nawet nieskoniczenie
wiele — punktéw mnogosci R, Liczba zero jednak do mnogosci R
nie nalezy.

PrzejdZzmy do drugiego pojecia z teorji mnogosci. Punkt
W nazywamy punktem wewnefrznym mnogoéci R, jezeli sam do
mnogosci R nalezy i jezeli znajdzie sie takie otoczenie punktu
W, ze wszystkie punkty otoczenia naleza réwniez do mnogosci R.
Np. niech mnogoscia R beda wszystkie liczby rzeczywiste od
0 do 1 wlacznie; punktem wewnetrznym tej mnogosci jest kazdy
punkt (x) o wlasnosciach 0 < x < 1,

Te dwa pojecia z teorji mnogosci pozwola nam wyslowié
pomocnicze twierdzenie Héldera, ktére brzmi: Kaidy punkt
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skupienia rozwazanej - poprzednio mnogosci M jest rownoczesnie
punkiem wewnefrznym mnogosci M, :

Dla dowodu tego twierdzenia zalozimy, e punkt S jest
punktem skupienia mnogoéci M. Weimy otoczenie punktu S
dlugodci AA, i takie, zeby punkt S byl érodkiem tego otoczenia.
Poniewaz S jest punktem skupienia mnogoéci M, wiec istnieé
bedzie w kazdem, a wiec tez w obranem otoczeniu (oczywiscie
na lewo od punktu S) punkt P19), nalezacy do mnogosci M.

P S Ag.,
sS4 S
RY5.3.

Wobec tego na prawo od punktu P znajdzie si¢ jaki§ punkt Ak
albo P schodzi si¢ z jakimé punktem A,, bo tylko dlatego
punkt P nalezy do mnogosci M. Jezeliby punkt A, lezal tez
na prawo od punktu S, to w takim razie wszystkie punkty na
lewo od punktu A, nalezalyby do mnogosci M. I tem samem
punkt S bylby punktem wewnetrznym mnogosci M, co mielismy
udowodni¢. Co innego, gdyby punkt A, albo sie schodzit
z punktem S, albo lezal na lewo od punktu S (migdzy P i §)
lub schodzil si¢ z P; wtedy bierzemy do pomocy punkt A; 4,
ktory lezy na prawo od prawego korica rozwazanego otoczenia,
i wskutek tego wszystkie punkty tego otoczenia punktu S musza
naleze¢ do mnogoéci M, przez co znow wynika, ze punkt S
jest punktem wewnetrznym mnogoéci M. To twierdzenie H & 1-
dera bedzie pomocnem w dalszym toku dowodu, ktory jest
dowodem niewprost.

Otéz twierdzimy — jak to wyzej powiedzielismy — 3e
wszystkie punkty naszej prostej naleza do mnogosci M. H -
der dowodzi tego niewprost. A wiec przypuéémy, Ze jaki$
punkt naszej prostej nie nalezy do mnogosci M. Przyjmujge to
zalozenie, (jak zobaczymy) dojdziemy do sprzecznosci.

Oznaczmy wogéle przez N mnogoéé tych punktéw naszej
prostej, ktére do mnogosci M nie naleza. Widoczne, ze wszyst-
kie punkty mnogoéci N leza na prawo od wszystkich punktéw
mnogosci M. Poniewaz wedlug chwilowego przypuszczenia mno-
gos¢ N nie jest pusta, bo przynajmniej jeden punkt do niej na-
lezy, (teraz ponadto wiemy, ze wszystkie punkty na prawo od
niego naleza réwniez do mnogosci N), wiec stad wynika, ze
i mnogo§¢ N jest nieskoficzenie wiele liczna. Stad i wobec
przyjetego za prawdziwy aksjomatu ciaglosci Dedek‘inda.

%) Gdyby punkt P lezal na prawo od S, to wszystkie punkty na
lewo od P nalezalyby do M, i przeto S bylby widocznie punktem wewne-
trznym; a wiec ten przypadek bylby banalnym.
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wynika, Ze istnieje separacyjny punkt S obu mnogosci M i N.
A wiec istnieje punkt taki, Ze wszystkie punkty na lewo od
niego naleza do mmnogo$ci M, a wszystkie punkty na prawo od
niego naleza do mnogoéci N. Stad natychmiast wynika, ze punkt
separacyjny S jest punktem skupienia tak mnogosci M, jak
i mnogosci N. Ale poprzednio udowodnione twierdzenie Héldera
orzeka, e punkt skupienia mnogosci M, a wiec punkt separa-
cyjny S jest punktem wewnegtrznym mnogosci M, przeto nie moze
by¢ punktem skupienia mnogosci N. Tem samem natrafiliémy na
sprzeczno$¢, na falsz. Wobec tego falszem bylo zalozenie, ze
jaki§ punkt naszej prostej nie nalezy do mnogosci M, a wiec
przez to udowodniliémy, ze wszystkie punkty naszej prostej na-
leza do mnogosci M, czyli udowodniliémy aksjomat ciaglodci
Archimedesa, przyjmujac aksjomat ciaglosci Dedekinda
za prawdziwy.

Hélder twierdzi, ze tego dowodu niewprost nie mozna
zastapi¢ dowodem wprost. Tymczasem ostatnie twierdzenie wy-
daje mi sie nieslusznem, gdyz po kilku prébach udalo mi sie
przerobi¢ dowdd niewprost na dowéd wprost.

Wobec braku ogélnego dowodu sprawe mozliwosci usuniecia
w kaidym wypadku dowodu niewprost nalezy uwazaé za nieroz-
strzygnieta.

§ 7. Rozwazmy wreszcie sprawe dowodu niewprost w szkole
$redniej. Poniewaz, jak juz wiemy, dowéd niewprost weale nie
jest gorszy pod wzgledem logicznym od dowodu wprost, przeto
zupelnie jasne, Ze w szkole &redniej czesty robi sig z niego
uzytek. Jak powiedzialem, ma on te zaletg, ze daje punkt za-
czepienia, punkt rozpoczecia dowodu, co uczniowi ogromnie
ulatwia udowodnienie twierdzenia, i to tembardziej, Ze musimy
sta¢ na stanowisku, iz w wyzszych klasach szkoly $redniej ‘zna-
jomos$¢ matematyki nietylko polega na znajomosci twierdzen
i przyswojeniu sobie techniki rachunkowej, ale i na umiejetnosci
dowodzenia twierdzefi (jezeli nie wszystkich, to przynajmniej
latwiejszych). Oté6z dow6d niewprost rzecz te w wysokim sto-
pniu ulatwia. Wskazujac na cytowany przyklad przeistoczenia
dowodu niewprost na dowdd wprost wedlug Bolzany, moznaby
w latwiejszych wypadkach zada¢ od ucznia, zeby wyszukany przez
siebie dowdd niewprost przerobil na dowdd wprost. Bedzie to
piekne éwiczenie matematyczne, ktére — rzec mozna — utwierdzi
wiare i zaufanie w dowody niewprost, gdyz trudno przypuscié,
zeby poprzednio podany przeze mnie wywéd logiczny o dowodzie
niewprost moina bylo w calosci podaé¢ uczniom w klasie V lub
VI, cho¢ pewne wskazowki o dylemacie, jak i uwaga zasadnicza,
ze falsz tylko z falszu wynika, beda konieczne i w piatej czy
w szistej klasie gimnazjalnej.
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O nowej ksigice dla milosnikéw matematyki.

= VON ZAHLEN UND FIGUREN | Proben mathematischen Den-
kens | fiir Liebhaber der Mathematik | ausgewihlt und dargestellt | ven ||
Hans Rademacher (Professor der Mathematik an der Universitit Bres-
lau) und Otto Toeplitz (Professor der Mathematik an der Universitit
Bonn || Mit 129 Textfiguren | Berlin | Verlag von Julius Springer | 1930 |
For. 23 X 15. Str. VI 4 164, fig. 129. Cena w oprawie Mk, 9,60.

Pomyst nowy, oryginalny, ciekawy: czlowiekowi, nie majacemu
przygotowania fachowego, pokazaé cos§ ,rzeczywiscie matematycznego®,

przedlozyé mu probki tego, co sklada si¢ na matematyke, — a ma we-
wnetrzng wartosé dla samego siebie, a nie dla zastosowan do innych
nauk, — przez to za$ rozprasuje niecheé¢ ku matematyce,

Autorowie wierza, ze liczba ludzi zdolnych do recepcji matema-
tycznych rozumowarn niemniejsza jest od liczby tych, ktérych nazywa-
my muzykalnymi, a ktérzy, nie bedac w stanie komponowaé, odczuwaja
muzyke 1 znajduja w niej przyjemnosé lub nawet radosé, Podobne ,,prze-
iywanie” matematyki tez jest mozliwe. Wielkie teorje naukowe znacz-
nego wymagaja wyszkolenia, na ktére nie kazdy sie zdobedzie. Ale
i nie kazdy, lubigcy muzyke, ogarnia budowe symfonji. Obok wielkich

utworéw muzycznych istnieja jednak mate piesni, w kiérych zyje wspa- -
nialoéé genjuszu, widoczna i dostepna wszystkim. ,Takie drobne piesni

mozna wybraé i z matematyki* Autorowie zamierzyli da¢ szereg takich
matematycznych szkicow — tematéw zrozumialych latwo i stanowiacych
caloéé w sobie, Nie licza na niemal Zadne przygotowanie: najprostsze
poczatki algebry i geometrji wystarczaja. Czytelnik moze nie pamigtaé,
czego sie uczyl w szkole — logarytméw, trygonometrji, Chwilami odnosi
sie wrazenie, ze — zdaniem Autoréw — lepiej, gdy nie pamieta, Nie-
ufnie odnosza sie prof. H  Rademacher i O, Toeplitz do na-
uczania szkolnego, Na str. 10 czytamy: ,Kwesfja zagadnieri na maxi-
mum obciqiona jest rozmaitemi wspomnieniami z nauczania szkolnego,

ktére nietylko nie sa pomocne dla naszych celéw, lecz stanowiq wprost:

przeszkode”. Ten niecheiny stosunek do wiadomosci dawniej zdobytych,

to wyraZne zaznaczenie, ze czytelnik moie zapomnie¢ przed studjum.

pewnego paragraiu o tresci poprzednich, jest konsekwencja zasadniczego
stanowiska Autoréw: nacisk pragna polozyé nie na fakty, lecz na me-
tody stawiania zagadnied, ich rozwiazywania, na ,Typus der Gescheh-

nisse”, — jak moéwia, — co mozna przelozyé, tylko mniej dobitnie: na.

istote tego, co sie w matematyce dzieje.

Owe intencje pokierowaly znamiennym doborem tresci. Z 26 pa-
ragraféw dzietka najwigcej, — bowiem az 8, — poswigconych jest teorji
liczb; ze specjalng predylekcja opracowane sa ustepy, tyczace sig liczb
pierwszych. Nauke o rozmieszczeniu (Verfeilung) liczb pierwszych na-
zywajg autorowie najbogatszym w zagadnienia, najtrudniejszym i naj-
bardziej aktualnym dzialem matematyki. Opinja ta jest tem bardziej
charakterystyczna, ze teorja liczb pierwszych nie jest specjalnoécia ani
jednego z Autoréw, Czasy najnowsze przyniosly wspanialy rozkwit
teorji liczb wogdle, niezwykle rozszerzenie jej zakresu zainteresowan,
horyzontéw i metod, czerpiacych ze wszystkich dzialéw matematyki, Nie
dotarl jeszcze wplyw bujnej tej tworczosci do szkoly éredniej i t, zw,
matematyki elementarnej, aczkolwiek wiele pomystéw i problematow
byloby zupelnie dostepnych, — ale niewatpliwie dotrze.. Teraz jeszcze
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dydaktyka rozwaza i rozbiera kwestje wynikle z wprowadzenia poczat-
kéw rachunku rézniczkowego i calkowego; za zrédlo tej innowacji mozna
<hyba uwaza¢ intelektualne prady polowy XIX w., gwaltowny i olbrzymi
rozwdj nauk, opartych o zastosowania analizy, i suggestywny wplyw tego
szalonego powodzenia.

W ksiazce H. Rademachera i O, Toeplitza niema préb
popularyzacji rozdzialikéw rachunku wyzszego, nie spotykamy ani wy-
razu, ani pojecia pochodnej lub calki, nie oblicza sie pola, ani objetosci,

ba! — nigdzie nie figuruje wyraz granica. A mimo to, jak wiele zajmu-
jacego materjalu! Jesli programy przyszlosci wprowadza nieco teorji
liczb — w dalszym ciagu arytmetyki klas nizszych, — dany przez Auto-

row wyklad teorji utamkéw okresowych (§ 19) bedzie stanowil wzorzec,
jak wychodzac z procesu zamiany ulamka zwyczajnego na- dziesigtny,
z pytad, nasuwajacych sie kaidemu uczniowi i nieodmiennie stawianych
w kazdej klasie, dojsé¢ do twierdzenia Fermata w sposoh naturalny.

§ 1 podaje euklidesowski dowéd istnienia nieskoficzonej iloéci liczb
pierwszych, — dowdd, ktéry powinienby figurowaé w programie IV lub
V klasy. Nie sprawia on piatoklasistom trudnosci, jak moze zapewnié
z wlasnej prakiyki piszacy te slowa. Podziw Autoréw dla swietnosci
pomystu Euklidesa jest usprawiedliwiony ze wszech miar. Naleza-
foby wzbudzi¢ go i w uczniach. Trudniej byloby im oceni¢ dowéd
Eulera (§ 17b).

Inne paragrafy z teorji liczb traktuja o rozwiazaniu réwnania
x*+ y* =2z w liczbach calkowitych, o zastosowaniu pomystu descente
infinie Fermata do okazania nierozwiazalnosci w liczbach calkowi-
tych réwnania x*'4+ y* =2 i o paru jeszcze innych tematach.

W § 11 przeprowadzaja Auforowie dowéd jednoznacznosci roz-
kiadu liczby catkowitej na czynniki pierwsze. Nie odstrasza ich sub-
telnos¢ rozumowania; ufaja, ze czytelnik odczuje jego ,melodje”. Aby
wejrzal za§ w jego nieodzownosé¢ logiczna, rozpatruja pojecie liczby al-
gebraicznej calkowitej, a mianowicie liczby @ + 5V —6 (aib — liczby
calkowite), i okazujg, e w zbiorze tych liczb twierdzenie o jednoznacz-
noéci rozkltadu na czynniki pierwsze nie obowiazuje, a zatem wogble,
a dla liczb maturalnych w szczegélnosci, nie moze byé uwazane za zro-
zumiale samo przez sie.

Autorowie z odwaga zapalu atakuja zagadnienia trudne, Naprzy-

klad wcale nie jest latwy § 22, uzasadniajacy, ze pn + 1 < N s o
gdzie pi, ps, ps, ... oznacza ciag wszystkich liczb pierwszych, Mozna
zreszta powatpiewaé, czy niewatpliwie dobrze przemyslany wybieg do-
wodu_zaslugiwal na umieszczenie go w dzietku.

Najwigcej rozdzialikéw po teorji liczb (5 artykuléw) zajmuje sie
zagadnieniami maximum i minimum rozmaitych figur geometrycznych,
traktowanemi wylacznie geometrycznie. W §§ 5 i 6 przedstawione sa
dowody Schwarza i Fejéra twierdzenia, iz spodkowy trojkat ma
mniejszy obwéd od kazdego innego trojkata, wpisanego w iréjkat ostro-
katny. Piekny dowéd Fejéra zostal opublikowany po raz pierwszy
w tej ksigice. Dajemy ten paragraf w doslownem tlémaczeniu w »Mto-
dym Matematyku”. Reszta zadan bardziej jest znana,

Na uwage zastuguje metoda, uzyta dla twierdzenia: ze wszystkich
réjkatéw, wpisanych w dane kofo, najwiekszy jest réwnoboczny. Sposéb
czesto utywany korzysta ze spostrzeienia, ze z dwoch tréjkatéw wpi-
sanych o wspélnej podstawie wiekszy jest rownoramienny, i konkluduje:
trojkat, ktory ma dwa boki nieréwne, nie moze byé najwickszym, a za-
tem maximum realizuje tréjkat réwnoboczny.

Whnioskowanie to podlega znanemu zarzutowi Weierstrassa.
Autorowie unikaja tego zarzutu pomystowo. Niech ABD bedzie tréj-
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katem wpisanym; niech luk AD bedzie mniejszy od ¥ okregu, a tuk DB
niech bedzie wickszy, Tréjkat ABE, w ktérym luk AE — Y okregu,
jak latwo pokazaé, jest wyzszy od tréjkata ABD, ma wiec pole wieksze.
AE jest rowne bokowi tréjkata foremnego wpisanego w kolo. Z posréd
trojkatow, majacych podstawe AE, najwiekszy jest taki, w ktérym
EB — BA, i ktéry oczywiscie jest réwnoboczny.

Metoda stosuje sie i do wielokata.

Topologicznym zagadnieniom poswiecono 4 ustepy. § 12 o zagad-
nienin 4 barw zainteresuje kaidego. Autorowie przeprowadzajs calko-
wicie dowdd, iz wystarczy 5 farh dla pokolorowania dowolnej mapy na
plaszczyinie lub kuli w taki sposéb, aby kraje, graniczace ze soba, byly
odmiennych koloréw. Podstawe rozwazafi stanowi twierdzenie Eulera,
ktérego dowdd przytocze ponizej dla zilustrowania talentu wykladowego
Autorow,

Niech e oznacza ilo§¢ wierzchotkéw (punktéw wspélnych co naj-
mniej trzem krajom), # — ilosé krajow, & — ilosé granic krajéw, przy-
czem za jedna granice uwazamy linje, ktérej koficami s3 wierzchotki
i ktéra nie zawiera zadnego wierzcholka wewnatrz.

Twierdzenie Eulera brzmi:

e +FfF=F'+ 2
Dalej przekladam dostownie:

_ wDla dowodu wyobraimy sobie, ze figura nie przedstawia mapy
krajow, lecz uklad pol uprawnych, poprzedzielanych groblami; zewnetrz-
ny obszar znajduje si¢ pod woda; nalezy teraz obala¢ groble za grobla
w ten sposéb, by kolejno zala¢ wszystkie pola. Nie potrzeba w tym celu
zrywaé wszystkich tam; zaniechamy wogéle otwierania grobli, kféra juz
z obu stron omywa woda. Za kazdym razem te tylko tamy nalezy zry-
waé, ktore z jednej tylko strony dotykaja wody, z drugiej za§ nie, aby
naprawde otwiera¢ dostep do nowej dziatki pola, Jest rzecza jasna, Ze
nalezy zerwa¢ w kaidym razie #—1 tam, aby nawodni¢ wszystkie F—1
dziatek, tyle ich bowiem mamy poza obszarem zewnetrznym, Réwniez
jest jasne, Zze moina w ten sposéb postepowaé, jesli choé jedna dziatka
mie jest zalana woda; nie dojdziemy do kofica, poki nie zerwiemy
wszystkich /—1 tam, Liczba wiec zerwanych grobli wynosi dokladnie
7—1. Bierzemy pod uwage uklad grobli nienaruszonych,

1. Mozna, idgc niemi, doj§é suchq nogq z kaidego wierzcholka do
kazdego innego. Albowiem w chwili poczatkowej, gdy woda otaczala
‘wszystko tylko zzewnatrz, mozliwe to bylo z pewno$cia, w przeciwnym
wypadku mieliby$my dwa lub wigcej nie laczacych si¢ ukladéw pél, —
niejako wyspy na morzu, — i nalezatoby tylko dla kazdej z nich od-
dzielnie przerobi¢ cale zadanie. Gdyby zas w trakcie nawadniania, ze-
rwanie ktérejs z grobli, np. AB, sprawilo, ze pozostale groble rozpadty-
by si¢ na dwa uklady oddzielne, tak, ze z wierzcholka potozonego na
jednym z nich, nie moinaby sucha noga przejs¢ do wierzchotka polozo-
nego na drugim, to prad wody przeplywatby miedzy A i B, a zatem wo-
da musialaby omywaé groble AB przed jej otwarciem z obu stron. Umé-
wilismy sie jednak wyraznie, ze takich grobli zrywaé nie nalezy,

2, Jeslibysmy wyslali z ktéregokolwick wierzeholka posiaricow,
kitérzy mieliby, idqc groblami, odwiedzié wszystkie wierzcholki, fo po-
slaricy tacy nie spotkaliby sie nigdy w tym samym wierzcholku. Gdyby
bowiem prowadzily dwie rézne drogi z P do Q groblami nienaruszonemi,
to obie te drogi razem wziete odcielyby pewien obszar, ktéryby dookola
byl zamkniety groblami niezerwanemi, nie moglaby wigc do niego woda
przeniknaé,
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Postasicy, wychodzacy ze stalego punktu, moga zatem osiggnaé ja-
ki¢ wskazany wierzchotek na jednej tylko sciéle oznaczonej drodze,.
Przed przybyciem do ktéregos wierzcholka musi sig przej$é okreslony
odcinek granicy, to znaczy, kazdemu odcinkowi podporzadkowaé mozna
okreslony wierzcholek i jego koniec, Tyle jest przeto wierzchotkow ta-
kich, ile nieuszkodzonych grobli. Doliczy¢ trzeba jeden wierzcholek:
punkt wyjscia. Iloé¢ tam nienaruszonych jest o jednos¢ mniejsza od ilo-
éci wierzcholkéw, czyli wynosi e— 1. Ogoélem ilos¢ tam zerwanych jest.
§f— 1, niezerwanych e—1, wszystkich razem k—e—1-+ f—1, a stad
wynika twierdzenie Eulera,

Twierdzenie Eulera stosowalne jest do wieloscianéw foremnych.
(w sensie topologicznym).

Z geometrji podaja Autorowie miedzy innemi: dowod Dandes
lina; teorie krzywych o stalej szerokosci (t. j. krzywych, na ktérych
opisaé mozna kwadrat o boku réwnolegtym do dowolnego kierunku,
przyczem kazdy z bokéw ma z krzywa jeden tylko punkt wspolny): cie-
kawy dowéd Hilberta, ze zapomoca samego tylko linjalu nie mozna.
znalesé érodka danego okregu, ze przeto w znanem twierdzeniu Stei-
nera, wedlug ktérego, majac kolo i jego s$rodek, mozna wykonaé
wszystkie konstrukcje geometrji elementarnej zapomocy samego tylko
linjatu, zadanie érodka kola jest warunkiem istotnym.

Teorja mnogoséci reprezentowana jest przez jeden tylko § 7. Podaje:
on przeliczalnosé zbioru ulamkéw, nieprzeliczalnosé zbioru punktéw od-
cinka, réwna moc zbioru punktéw odcinka i punktéw kwadratow. Kon-
czy uwaga o antynomjach teorji mnogosci i ilustrujacym je zartobliwym
przykladem, nowym co do formy:

W pulku polecono iolnierzowi jednemu goli¢ tych, ktérzy sie sami’
nie golg. Czy ma on sam sie golié? Jeili to bedzie czynil, wtedy nalezeé
bedzie do tych, ktérzy sie sami gola, ktérych zatem goli¢ nie powinien.
Jesli sie zaé nie ogoli, to bedzie jednym z tych, ktorzy sie sami nie gola,
ktérych zatem winien golic. Co winien uczyni¢ zolnierz, aby sciéle spel-
nié¢ polecenie?

Nie wszystkie tematy bogatej ksiazki Rademechera i Toe-
plitza wspomnialem; wymienione zacheca moze Czytelnikéw Parametra
do siegnigcia do #rddla, a wtedy ocenia i prostote wykfadu, o ktorej
daja pewne juz pojecie przytoczone wyjatki, ocenia zdrowy i jasny po-
glad na scistos¢ matematycznego wykladu. Dokladnos¢ wywodéw jest.
duza, przy unikaniu jednak momentéw formalnych przy kwestjach, nie:
przedstawiajacych dla czytelnika watpliwosci; wielka jest jasno$c za-
lozen, przejrzysto§é wnioskow i owe estetyczne walory, odczuwane tak
silnie przez kaidego matematyka.

Bardzo pozyteczne i ciekawe sa uwagi o greckiej matematyce: ucza
podziwia¢ wielkosé mysli starozytnych, jej samodzielnoéé i glebie.

Czy trafia Rademacher i Toeplitz do szerszej publiczno-
$ci, mozna watpié; lektura ich dzietka wymaga wysilku, dla nie matema-
tyka niewszystko bedzie tatwe., Moze nawet niewszystko zrozumiate. Nie
bedziemy sig tu jednak bawili w wyszukiwanie dziur w calem, we wska-
zywanie ustepéw, ktdre sa nieco gorsze, ani w analize tego, czy w ma-
tematyce nie znajda sie inne kwestje, rownie lub bardziej interesujace:
i dostepne. To, co dali Autorowie, jest proba oryginalna, ulrzymana na
wysokim poziomie i godna ze wszech miar poznania, szczegolniej przez.
nauczycieli.

S. Kulczycki (Warszawa),
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WLADYSEAW KRASINSKI (Warszawa).
Nauczanie indywidualne arytmetyki metoda Washburne'a.

W Ameryce ukazalo sie wielkie dzielo ,Individual Arithmetic",
opracowane przez grono nauczycieli, pod redakcja C., Washburne'a.
Dzielo to sklada sie z 18 tomikéw, bardzo starannie wydanych,

= WASHBURNE | INDIVIDUAL ARITHMETIC | Book One| by
Carleton Washburne| Superintendent of Schools | Emma Jaycox
Koepke, Clauda Rogers Mc Afee, & Frieda Barnett | Teachers
in the Public Schools | Winnetka, Illinois | With the cobperation and assi-
stance | of the teachers and research depart-| ment in the Winnetka
Public Schools | World Book Company | Yonkers-on-Hudson, New-York |
and Chicago, Illinois |

For. 20 X 13'/,, Str. IV + 106.

= Jdéni: Book Two' o o o v aids wians & s St IV A4 108
— fdem. Book Thréé .o i s w B R R L 1 e s
— Idem. Book Four , . . . . . et TN - . . Str, IV 4 103.
— Idem. Book Five . . . . . .. ... . ... Str. IV 4 108
= Ider, Boolke'SiXs o v o »w w5 6 3 @ s s o w otr. VI 4= 122,
= Tdent- Book SEVEN! " v w5t o s wr o500 iee . . Str. IV + 108,
— ldem, Book Eight . . . . . . . . i s s s o oty IV 2 140,
= Idem. Book Nine . . . . . . s e e e s satr, ML 100
= Idem. BookTea . . . . ... v+ v .... Str. IV 4 120
— Idem. Book Elevenn . . . . . . . . . . .. .. Str. IV + 140.

Idem. Book Twelve . . . . . . Str, IV + 136

Idem. Test Book: Books One to Five. (Str. II 4 66.)
Idem. Test Bock: Books Six to Twelve, (Str. IV -4 82))

— Idem. Key for Test Book: Books One to Twelve, (Str.
VII + 82).

— Idem. Teacher's Manual: Books One to Twelve, (Str. II 4 107).

Zanim przejdziemy do oméwienia przedmiotu, podamy nieco da-
nych historycznych, zaczerpnietych z podrecznika dla nauczyciela (Tea-
cher's Manual).

Metoda zostala opracowana w miejscowosci Winnetka (stan Illi-
nois). Szkoly powszechne (Public Schools) w Winnetce zorganizowano
w r, 1919 na zasadzie laboratoryjnej i jednoczeénie rozpoczeto badania
skutecznosci sposobu nauczania. Do szkél tych uczeszczaja dzieci roz-
nych klas spolecznych i réznych uzdolnieri, wobec czego byla moznosc
wyprébowania materjalu nauczania i stwierdzenia jego stron dodatnich
i ujemnych,

Poczatki metody zawdzieczaé nalezy doswiadczeniom, prowadzo-
nym w tym kierunku przez pp. M, Ward i F. Burk w Seminarjum
Nauczycielskiem w San Francisco. Badania tamtejsze byly bodicem do
opracowania omawianej metody,

Serja podrecznikéw, o ktérych bedzie mowa, jest wynikiem wy-
sitku 60 nauczycielek szkél! w Winnetce w ciggu zgora 10 lat. Poczatki
byly proste i niewymyélne: ukiadano éwiczenia i testy, odbijano je na
mimeografie i uzywano w formie arkuszy lub zeszytdéw, zanim nadano
im forme ksiazki.

L]
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Pierwsze ksiazki miaty charakter prébny, Uczniowie, uczacy sig
wedlug nich, byli poddawani prébom testowym, — nauczyciele zas wy-
pelniali szereg kwestjonarjuszy. Wszystko to razem bylo podstawa do
rewizji podrecznikéw, zmiany materjalu, przestawied i t. p. Ostateczny
wynik moze byé uznany za doskonaly w tym stopniu, w jakim moze
byé¢ o tem mowa przy dzisiejszym stanie nauki o nauczaniu.

Nauczanie zatem w Winnetce oparte jest na samodzielnej pracy
ucznia, poslugujacego sie odpowiednim dla niego podrecznikiem, Inge-
rencja nauczyciela sprowadzona jest do minimum — sprawdzania wy-
nikéw pracy ucznia oraz udzielania niezbednych krétkich wyjasnies.

Caloé¢ przedstawia sig, jak nastepuje. Dwanaécie podrecznikeéw,
przeznaczonych dla ucznia:

" Pierwsza ksiazka (Book One) — dla stopni 1 i 2: Doda-
wanie i odejmowanie w zakresie 20.

Druga ksiazka (Book Two) — dla stopni 2 i 3: Dodawanie
skolvmnowe”, Numeracja ustna i pisemna do 9999, Dolary i centy,

Trzecia ksigzka (Book Three) — dla stopnia 3: Algorytm
odejmowania. Cyiry rzymskie. Mierzenie dlugosci odcinkéw,

Czwarta ksiazka (Book Four) — dla stopnia 3: Tabliczka
mnozenia, Mnozenie przez mnoinik jednocyfrowy.

Pigta ksiagzka (Book Five) — dla stopnia 3 lub 4: Tabliczka
dzielenia. Dzielenie przez dzielnik jednocyfrowy. Odejmowanie liczb
wielocyfrowych (powyzej 9999).

Serje pieciu ksiazek zamykaja: Ksiaika Testéw (Test Book),
dotyczaca materjalu, zawartego w wymienionej serji, oraz Ksiazka
Korekt (Correction Book). Rola tych ksigiek pomocniczych bedzie
oméwiona niiej.

Szésta ksiazka (Book Six) — dla stopnia 4: Numeracja
ustna i pisemna (w cyfrach arabskich i rzymskich). Mnozenie przez
liczbe wielocyfrowa (do czterocyfrowej). Jednostki miary plynéw. Ra-
chuba czasu,

Siédma ksigzka (Book Seven) — dla stopni 4 lub 5: Dzie-
lenie przez dzielnik wielocyfrowy (do czterocyfrowego).

gsma ksiazka (Book Eight) — dla stopnia 4 lub 5: Wpro-
wadzenie utamkéw,

Dziewiata ksigzka (Book Nine) — dla stopnia 5: Dodawa-
nie ulamkéw o latwych mianownikach.

Dziesiata ksiazka (Book Ten) — dla stopnia 5: Odejmo-
wanie, mnozenie i dzielenie ulamkéw. Latwe diagramy,

Jedenasta ksiazka (Book Eleven) — dla stopnia 5 lub 6:
Wprowadzenie ulamkéw dziesietnych, Cztery dzialania na ulamkach
dziesietnych.

Dwunasta ksigzka (Book Twelve) — dla stopnia 6: Pro-
centy.

Serje ksigzek od széstej do dwunastej zamykaja: Ksigzka Te-
stow i Ksiazka Korekt, podobnie jak dla niiszej serji.

Nauczyciel posiada: Podrecznik dla nauczyciela
(Teacher's Manual), w ktérym oméwiony jest caly sposéb nauczania, —
i Kluczdo Ksiazki Test6w (Key for Test Book).

Z powyiszego widaé, ze wymienione podreczniki dotycza raczej
poszezegdlnych tematéw z zakresu arytmetyki, a nie — jak u nas —
wyczerpuja program odnoénego stopnia nauczania. Taki sposéb zapew-
nia wigksza gietkos¢é uzycia podrecznika, umozliwiajac miedzy innemi
zestawienie tematéw, gdyby nauczajacy uznal to za potrzebne,

Ksiazki nabywa kazdy uczen, ksigzki testow i korekt dostarcza
szkola po jednym egzemplarzu na kilkoro dzieci,

f
r
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Przejdimy teraz do sposobu uzycia wymienionych ksiazek, Autor
zapewnia, e chociaz one nadaja sie do nauczania zbiorowego i metody
projektéw, to jednak najwieksza ich zalets jest to, ie sie nadaja do
nauczania indywidualnego, ktére zapewnia uczniowi najwieksze ko-
rzysci,

Kazdy podrecznik ucznia jest skonstruowany w sposéb nastepu-
jacy. Caloé¢ materjalu jest podzielona na pewne, logicznie wyodrebnia-
jace sie cze§ci — szczeble (sfeps). W zakresie kaidego szczebla mamy
:llzi;aly A, B, C, — czasami D. Cwiczenia w kaidym dziale sg bardzo po-

obne.

Uczent musi przerobié¢ wszystkie éwiczenia dziatu A, sprawdzi¢ wy-
niki wedtug podanych w podreczniku odpowiedzi®) i o ile wykonal prace
z dokladnoscia 100%, mozZe nie przerabiaé dzialow B, C.., i przejsé¢ do
nastepnego szczebla. Jeden chocby blad zmusza go do przerabiania dal-
szych dziatéow B, C.., péki nie osiagnie zupelnej dokladnosci wynikow,
Dzieci mlodszych stopni, a zwlaszcza stopnia pierwszego, sa kontrolo-
wane $cislej przy sprawdzaniu wynikéw pracy, gdyz nie umiejg jeszcze
postugiwaé sie nalezycie podrecznikiem,

Po przerobieniu pomyslnem kilku szczebli wzoru uczed przerabia
sua sponte test wstepny (practice test), podany w odnosnem miejscu
jego podrecznika. Test ten ma na celu przekonaé ucznia, czy dostatecz-
nie opanowal materjal i czy moze sie poddaé testowi wlasciwemu (real
test), ktéry mu da nauczyciel. W tescie wstepnym uczen znajduje
wszystko, o czem byla mowa, — az do punktu, w ktorym sie znalazl:
przyklady podobne, zadania podobne, — zwraca sie tylko uwage na to,
aby w teécie znalazly sie najtrudniejsze elementy materjalu opracowa-
nego. Uczen sam poprawia test.

W odpowiedziach, dotyczacych testu, uczes znajduje odsylacze do
Ksiagzki Korekt, a wiec np.: w ksiazce 4, na str, 14, mamy test
wstepny, dotyczacy odejmowania (36 przykladow], np,

46 73
— 28 — 21

Na dole stronicy edsylacz: ,,Odpowiedzi na str. 16 i 17",
Na str. 17 znajduja sie odpowiedzi.

18, 52, i t. d.

(35) (31)
Przypuéémy, ze uczen obliczyl:

46
— 28

—_—

17

Tiustym drukiem podano odpowiedz 18, skad uczes widzi, Ze sie
pomylil, dajac odpowiedz 17. Male cyferki w nawiasie pod kazda od-
powiedzia odsylaja ucznia do odnoénej stromicy ksiazki korekt. Nasz
uczedt zatem poprosi nauczyciela o ksigzke korekt, otworzy ja na str, 35
i znajdzie tam szereg éwiczen, gdzie przypadek krytyczny (odja¢c 8 od
16) zdarza si¢ majwiccej. W ten sposéb staby punkt zostanie podpar-
ty. (Odsylacze takie spotykamy dopiero od ksiazki drugiej). Mogto
si¢ wprawdzie zdarzy¢, ze mylna odpowiedz byla tylko zwyklem lapsus
calami, — niemniej jednak Autor uwaza, ze i w tym przypadku dodat-
kowe przerobienie pewnej serji éwiczen nie jest bez widocznego pozytku
dla ucznia,

") Odpowiedzi sa podawane na koficu kazdego szczebla. Uczeni
znajduje u dotu stronicy wskazéwke, gdzie ma szukaé odpowiedzi,

s-
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Uporawszy sie pomyélnie z ksiazkq korekt, uczen powraca do te-
stu, ale innego wzoru, choé¢ dotyczacego tego samego materjalu. Zwykle
mamy trzy wzory testu wsiepnego,

W przypadkach mniej pomy$lnych uczen musi znowu powrdcié do
ksiazki korekt i przerobié test wzoru trzeciego, a jezeli i tu sie pomyli,
— znowu wroéci do pierwszego, choé, — jak twierdzi Autor, — okolicz-
noéé ta zachodzi bardzo rzadko.

W kazdym razie uczen musi wykonaé prace bezblednie, aby magl
pojsé dalej.

Po pomyélnem przejéciu przez test wstepny uczen zglasza sig do
nauczyciela, ktéory mu daje ,test wlasciwy” (real fest), zaczerpnigty
z osobnej ksiazki testéw, bedacej w posiadaniu nauczyciela w kilku
egzemplarzach, (Praktyka uczy, ze nigdy nie zglasza sie wigcej ponad
szesciu uczniéw jednoczesnie). Ten test sprawdza nauczyciel wedlug
klucza. Perypetje z tym testem sa te same, co wyzej, — wigc nie wy-
magajgq wyjasnienia,

Jezeli ten test wypadl pomyélnie, nauczyciel upowaznia ucznia do
poiécia dalej.

Kladzie sie szczegolny mnacisk na bieglosé w rachunku w zakresie
czterech dzialan na liczbach calkowitych; Autor uwaza, Ze bieglosé
w dzialaniach na utamkach i w rachunku procentowym nie narzucaja
sig tak natarczywie,

Droga eksperymentéw ustalono, ze w trzyminutowej jednostce cza-
su uczniowie winni wykonaé przykladow:

Betaiami Stopiet (rok nauczania)
= i 5 | 6
Dodawanie jednocyfrowych . . . . . 4560 65 82 100 123
Odejmowanie jednocyfrowych . . . . 45 45 72 92 108
Dodawanie kolumnowe . i 3 5 5 8
QOdejmowanie z t. zw. ,,pozyczaniem* 6 10 12 {1522
Mnozenie z tabliczki. . . . . . . . 45 57 71 84
Dzielenie z tabliczki . . . . . . . . 50 57 —
Mnozenie wielocyfrowych . . . . . 5 6 8
Dzielenie wielocyfrowych. . . . . . 2 3

. Wymienione normy obowiazujg Lkaide dziecko (z wyjatkiem nie-
normalnych) przy 100%-owej dokladnosci wynikow.

Sa to ponoé wymagania dosé poblazliwe, — wynik bowiem prze-
cietny klasy jest lepszy. Do uzyskania sprawnoéci rachunkowej daje
sie specjalne ¢éwiczenia z ograniczaniem w czasie, Uczniowie sami éwi-
cza sie w zdobywaniu bieglosci rachunkowej, uzywajac do kontroli trzy-
minutowych zegaréw piaskowych.

Naleiy jeszcze zaznaczyé, e stosowane sa rowniez. testy, kontro-

lujace biegtosé rachunkowa. W tych przypadkach uczef, — o ile nie
zdazyl wykoficzyé testu na czas, — musi po uplywie 3 minut wziac
ostaini wynik w koiko, ale test doprowadzi¢c do konca, — chodzi bo-

wiem o to, zeby mial do czynienia ze wszystkiemi elementami rachun-
ku, podanemi w teécie.
"I tu réwniez jest stopniowanie: zpoczatku uczniowie pracuja
w tempie wolniejszem, zanim nie osiagna przepisanego tempa.
Stosowane s3 rowniez testy, majace na celu przeglad diuzszych par-

"tyj materjalu,

T. 2 PARAMETR 117

W kaidym podreczniku dla ucznia po szeregu t zw. przykladéw
znajdujemy szereg zadaf z tekstem stownym. (Spotykamy je réwniez
i w testach),

Dobér zadari tekstowych jest réwniez wynikiem dluzszych badan
i eksperymentéw. Badania te wykazaly — wedlug Autora — miedzy
niemi co nastepuje:

1) Obojetna jest rzecza, czy dane dzialanie wprowadzamy za po-
srednictwem zadania z fabula, czy formalnie, — byleby owo dzialanie
znalazlo zastosowanie do rozwiazania réinych zagadnien praktycznych
z iycia dziecka, gdzie chodzi o cechy ilosciowe.

2) T. zw. analiza nie daje uczniom tej pomocy przy rozwigzywa-
niu zadan, jakiej po niej spodziewano; lepsza pomoc w tym wzgledzie
okazuje rozwiazywanie prostych zadan, zaczerpnietych ze $wiata zain-
teresowan dziecka.

3) Zadania wprowadzaja dodatkowa trudnosé¢, jezeli ich.{abula
dotyczy stosunkéw obeych dzieciom.

Zgodnie z temi spostrzezeniami przyjeto jake kryterja: przy ukla-
daniu zadan tekstowych:

1. Jezyk musi byé¢ odpowiedni zaréwno w doborze wyrazéw, jak
i w budowie zdan.

2, Fabula zadafi musi dolyczyé spraw dziecka i omawiaé takie sy-
tuacje, w ktérych dziecko moze latwo siebie wyobrazi¢, jako osobe dzia-
lajaca. Takie zadania — zdaniem Autora — maja wicksza wartosé
ksztalcaca, sa bardziej zwiazane z przeiyciami dziecka, W zadaniach
tych dzieci popetniaja mniej t. zw. ,glupich biedéw" (stupid errors), niz
w zadaniach, omawiajacych sytuacje dzieciom obce.

3, Zadanie winno zawieraé bodziec, zachecajgcy do rozwiazania:
dziecko musi odczuwaé, ze gdyby sie znalazlo w omawianej w zadaniu
sytuacji, musialoby wladnie zastosowaé te czy inne wiadomeéci z aryt-
metyki.

Niezaleznie od zadan tekstowych, podanych w podrecznikach, sto-
sowane sg zadania, wyrastajace na tle wysuwanych przez dzieci czy
przez nauczyciela projektéw. Tu Autor ostrzega przed nadmierna
,arytmetyzacja”, uwazajac slusznie, ze te tylko sprawyrozwazanego pro-
jektu beda poddane kontroli liczby, ktére sie tego w sposéb naturalny
domagaja. Nie nalezy psu¢ pracy tworczej dziecka przez niewczesne
wplatanie do niej elementu rachunkowego: okazja do rachunku prawdo-
podobnie nadarzy si¢ sama w trakeie realizacji samego projektu — i to
w tych momentach, gdzie rachunek okaie sie koniecznym. — Zupelnie
jak z dorostymi, ktérzy stosuja swa wiedze arytmetyczna w pewnych
okolicznoéci zyciowych, ale wszakze nie stwarzaja ich tylke w célu
zastosowania rachunkéw. Nikt nie mierzy objetoéci pokoju, ani nie
idzie do sklepu w tym jednym celu, aby zyska¢ okazje do ¢wiczen ra-

chunkowych.
Tres¢ zadaf jest znowu prosta, Brak zupelnie zadan zloionych.
Omawia sie stosunki domowe, szkolne, w starszych oddzialach — prace

zarobkowa uczniow.

Treéé nastepujacych po sobie zadan — rézna., W jednym tylko
pedreczniku znalazlem szereg zadan, dotyczacych tej samej sprawy, —
mianowicie wyprawy skautéw na wycieczke, i

Nalezy tu zaznaczyé, ze przy operacjach na liczbach wielocylro-
wych Autor rezygnuje z zadan tekstowych, wychodzac z zalozenia, Ze
w naturalnpem érodowisku dziecka nie zachodzi konieczno$é operowania
duzemi liczbami.

Zadania tekstowe figuruja w testach réinego rodzaju. Sposéb
ich sprawdzania jest taki, jak i innych éwiczen rachunkowych.
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Dla calkowitego zobrazowania tej ,Arytmetyki Indywidualnej”
nalezy powiedzie¢ jeszcze pare sléw o sposobach uiycia podrecznikéw.

Kaizdy podregcznik rozpoczyna si¢ od przedmowy, w ktorej uczed
znajduje pouczenia, jak sie ma uczyé (mlodszym uczniom - wyjasnied
udziela nauczyciel), — albo raczej, jak przy samodzielnej pracy ma ko-
rzystaé z podrecznika.

Caltoé¢ jest tak pomyélana, aby sprowadzi¢ do minimum caly ba-
last pisaniny, a na czolo wysunaé éwiczenia w rachunkach. W tym celu
uczniowie nie przepisuja nic do zeszytéw, jak to sie u nas praktykuje,
ale wprost na kartkach przystepuja do arytmetyki w stanie — ze tak
powiem — czystym,

Weimy dla przykladu przedmowe do ksiazki pierwszej:

«Korzystajac z tej ksiazki nie masz potrzeby przepisywania liczb.
Trzymaj swa kartke pod wierszem z liczbami i pisz na niej tylko od-
powiedzi.

+Musisz nauczyé sie zwijaé kartke tadnie i pisa¢ odpowiedzi czy-
sto. Najlepiej jest pozagina¢ kartke przed rozpoczgciem stronicy, pod-
wijajac gérny brzeg na szerokoéé okole cala, nastepnie tworzac druga
falde, — nauczycielka pokaze ci, jak to robic. Réb zagiecia réwno. Na-
stepnie rozwin kartke i zaczynaj prace. ‘

Mozesz teraz Iatwo i réwno podwija¢c wedlug zrobionych fald.

W pierwszym wierszu na kazdej stronicy sa podane odpowiedzi.
Zakryj je swa kartka, Napisz na niej odpowiedzi, nastgpnie przesuf
kartke wdol, aby$ zobaczyl odpowiedzi w ksiaice.

.Sprawdz, czy kazda twoja odpowiedZ jest dobra, Jezeli ktoras
z nich jest mylna, oznacz ja X na kartce. Popraw ja uwainie, zanim
zaczniesz wiersz drugi.

Podwint wiersz twych odpowiedzi, Trzymaj kartke pod drugim
wierszem z liczbami, Wypisz odpowiedzi. Nastepnie odwréé stronice
z odpowiedziami i trzymaj wiersz swych odpowiedzi pod drugim wier-
szem. Jesli ktéras z twych odpowiedzi jest mylna, oznacz ja X i wpisz
odpowied? wlasciwa. Wré¢ do poprzedniej stromicy i zobacz, gdzies
si¢ pomylil. SprawdZ uwaznie, az bedziesz pewien, jak by¢ powinno.

+Przejdi do nastepnego wiersza. Roéb tak cala stronmice, W ten
sposob przerabiaj nastepna stronice. Pracuj dalej!”

Dziecko stopnia 1, korzystajac z Pierwszej Ksiazki, éwiczy
sie w dodawaniu (Addition facts). Na str. 9 znajduje w szeSciu syme-
trycznych wierszach 48 ,przyktadow"” typu:

3 5 ©& & & 1 § 38
+9 +6 +2 +0 +0 +2 +0 +7

Pierwszy wiersz podany jest z sumami, dalsze — bez nich, UczeA
jest pouczony, zeby przylozyl swoja kartke do pierwszego wiersza w ten
sposob, aby zakrywala sumy, i wypisal te sumy pod odnosnemi przy-
kiadami, a pozniej poréwnal je z podanemi w podrecznikach wynika-
mi i ewentualne bledy poprawil.

Uporawszy sie z pierwszym wierszem, uczefi ma podwinaé napisany
juz wiersz odpowiedzi, przylozyé nowa krawedZ pod drugi wiersz i wpi-
sa¢ sumy.

Po ukoficzeniu drugiego wiersza uczefi musi znowu go podwinaé,
podlozyé pod trzeci wiersz, — i tak az do kofica.
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W ten sposéb po ukoficzeniu calej stronicy ucze ma swa kartke
z symetrycznie wypisanemi na niej 48 liczbami. Checac sprawdzié¢ wy-
niki swej pracy, uczen musi je poréwnaé z odpowiedziami; na str, 9,
ktéra przerabial, znajduje u dolu uwage: odpowiedzi patrz ma str. 10,
Jakoz na str. 10 uczefi znajduje wyniki, wydrukowane w ten sposéb, ze
podstawiajac pod odnoény wiersz swoje wyniki, ma moznos¢ szybkiego
pordéwnania i stwierdzenia ewentualnych biedow.

W zwiazku z takiem postepowaniem powstaje u malych nowa trud-
noéé techniczna: zwijanie papieru (paper folding); chodzi bowiem o to,
zeby przy podwijaniu nie mie¢ nigdy wiecej nad dwie grubosci kartki.
Male dzieci musza zpoczatku éwiczyé sie w tym zakresie; starsze zdo-
bywaja tu nawet duza technike i umieja zawczasu ladnie przygotowaé
sobie kartke.

Jak widzimy, jest to istotnie pewien system, wypracowany — to
prawda — dlugo i mozolnie, ale doprowadzony do stanu, kiéry zabez-
piecza moznoéé takiego nauczania rachunkéw, o jakiem méwimy.

Wiele spraw zmechanizowano. Aparat, stworzony w Winnetce,
pozwala uczniowi systematycznie pracowaé, — i to w tempie jemu
wlagciwem, — daje mu moznoéé laiwego wykrywania swych bledéw,
uczy polegania na sobie, a nauczycielowi ulatwia prace kontrolujaca.

Poniewaz w tym sposobie nauczania dziecko pracuje samodzielnie
pod kontrola podrecznika (z wyjatkiem testow wlasciwych, kiedy kon-

troluje nauczyciel, — réwniez zreszta mechanicznie przy pomocy klu-
cza), trzeba, aby ten podrecznik byl bez bledu,
Istotnie, — te cnote posiada. Przeczytalem uwainie dwanascie to-

méw i na calej tej przestrzeni znalazlem zaledwie pare drobnych uste-
rek — i to typograficznych.

Papier wspanialy, druk — sliczny, czytelny, rysunki — staranne
i tadne.

Przejdzmy do omoéwienia waZniejszych ryséw charakterystyczaych
dla omawianych podrgcznikéw.

Ksiazka Pierwsza (Book One) dotyczy dodawania i odej-
mowania w zakresie 20. Zaraz na pierwszej stronicy tekstu uderza nas
osobliwoéé: podano zapisy w postaci algorytmu pisemnego, np.
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Upowaznia to nas do przypuszczenia, ze chodzi o mozliwie rychle
przejécie do dodawania algorytmowego (u nas dopiero w IV roku nau-
czania).

Druga osobliwos¢é — to tytul: , Addifion facts”, a nie ,Addition
results”, ani poprostu , Addition”. Sam tytul suggeruje nam, ze tu cho-
dzi o stwierdzenia pewnych faktéw, zwiazanych z takiemi wlasnie zesta-
wieniami skladnikéw, jakie podano wyzej.

W podreczniku dla nauczyciela (Teacher's Manual) wyjasnia
Autor, ze dziecko juz w przedszkolu winno byé oswojone z pojeciem
liczby i umieé pisaé i czytaé liczby do 20, zanim dostanie podreczmik.
Tu istotnie chodzi o stwierdzenie i spamietanie pewnych faktow.
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Na tej samej stronicy znajdujemy pie¢ dalszych wierszy, kiére
si¢ roznia od podanego tylko porzadkiem. Uczeft musi nauczyé sie od-
czytywaé rezultaty bezposérednio bez liczenia (without counting). Je-
zeli uczed ma jakie§ watpliwosci, wolno mu zobaczyé odpowiedz w pierw-
szym wierszu lub opuscié ja: brakujaca pozycje wypisze z odpowiedzi,
podkreélajac ja, — nie powinien jednak staraé¢ sie wyliczac” (He
never is fo counl or fry to ,figure if out’, — Podkreslenie Autora).

W miare posuwania sie dalej spotykamy inne kombinacje skladni-
kéw i nawroty do dawnych, aby cala sprawe zmechanizowaé, sprowadzié
do znanych faktéw, o ktérych sie wie bez liczenia. Widaé stad, ze Au-
torowi chodzi wylacznie o zmechanizowanie rachunku, W ten sposéb, —
zachowujac gradacje trudnosci, — podano 100 ,przykladéw” na doda-
wanie. Dotad dziecko poznawalo te sprawy, jako fakty odosobnione,
Na zakoficzenie podano tabele dodawania juz w postaci uporzadko-
wanej, tworzac z elementéw 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 kombinacje po
dwa, jak olo:

0 0 0 v 0
il DR ) S R R 9
1 1 1 B . 1
= 0 s 1o b TR i n e i+ 9
9 9 O i bt ) . 9
+ 0 41 2 : . 19

Po takiem postanowieniu sprawy nie dziwimy sig, ze w przykladach
spotykamy dodawanie zera, bo chodzi tu o stwierdzenie pewnego faktu
natury raczej wzrokowej., Watpi¢ naleiy, czy w symbolu 0 dziecko do-
patrzy sie symbolu liczby.

W podreczniku jest wprawdzie wzmianka, Ze nauczycielka winna
udziela¢ dzieciom wskazéwek, zaré6wno wstepnych, jak i w czasie wy-
konywania pracy, — byleby wskazéwki te nie byly zbyt sztuczne i da-
waly tyle tylko, aby dziecko moglo wykona¢ prace wedlug podrecznika.
Nie znalazlem nigdzie jakiej§ uwagi o wlasnosciach dzialania.

Dodawanie zakoficzono wzmianks, dotyczaca réznej terminologii
odnosnie do tego dzialania.i wprowadzono zapis w wierszu (Addition in
all forms). Zrobiono to tak:

,,thad. kiedy$ dodawal dwie liczby, byly one zapisane w ten spo-
s6b 4 3 Sa inne sposoby zapisu tej samej rzeczy: .4 + 3" znaczy 7,
wd plus 3" znaczy to samo. To samo znaczy ,4 i 3. Kiedy méwimy:
,,Dc:ldai 41 3" lub ,Znajdz sume 4 i 3", — mamy na mysli to samo, co
izl Kazda odpowiedz jest 7.

.. Po czem nastepuja 24 przyklady na dodawanie w réznej termino-
logji i réznym zapisie,

Odejmowanie wprowadza sie jako dzialanie odwrotne wzgledem do-
dawania w ten sposéb:
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Zaczyna sie od zagadnienia: ,I ile?" — na przykladzie z pustem

4
miejscem =+ —, 4 i ile jest 87"
8

Odpowiedz: 4 i 4 jest 8, po czem nastepuje 100 przykladow.
Objasnienie odejmowania jest nastepujace:

6
wWiesz, ze =+ znaczy .6 i ile jest 117"
11
Odpowiedz: i 5%
11
Jest inny sposéb zapisu tej samej rzeczy: — 6
)
Mala kreska — znaczy ,.[ ile?”
. 11 2o g s
Covtaj: ol 2'g wb i ile jest 117*
4 12
Oto inny przyldad: | __"4
To znaczy: ,4 i ile jest 127" Odpowiedz: ,,i 8. — To wszystko. Ma-

o, ale wymownie! Po czem natychmiast nastepuja przyklady na odej-
mowanie liczb jednocyfrowych,

Sposéb przeprowadzenia jest analogiczny z oméwionem wyzej do-
dawaniem, z podaniem tabeli odejmowania i réznego wyslowienia, o czem
niema potrzeby pisaé,

Ksiazka konczy sie rekapitulacja obu dzialan, Przyklady przepla-
tane sa zadaniami tekstowemi o niewymyélnej, ale milej fabule.

Zajalem tu dluzej uwage Czytelnika z myéla o tem, aby lepiej
przedstawi¢ sposéb traktowania przedmiotu w ujeciu podrecznikowem;
w dalszym ciggu bede omawial te tylko sprawy, ktére wyréiniaja sie
jakim$ rysem charakterystycznym,

Wroémy do sprawy zapisu dziatad w kolumne,

Zrobilo to na mnie wrazenie, Ze Autorowi chodzi o mozliwie rychte
przejécie do rachunku algorytmowego. Jakoz w Ksiazce Drugiej
czytamy na str. 1:

16

Aby doda¢ - 2 zaczynaj od prawej i dodaj dolna liczbe, do liczby
6 16
nad nia: 21i 2
8 18

Tylko tyle! Nastepuja éwiczenia. Mam wrazenie, Ze poza tem
chyba dopowie co$ nauczycielka.
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Szczebel 2 w Ksiazce Pierwszej obejmuje przypadki prze-
kroczenia progu dziesiatkowgeo. Wyjasnienie:
14

Przypuéémy, ie chcesz doda¢ + 9. Najpierw méwisz 4 i 9 jest 13“.

14
Piszesz 3 — czeé¢ 13 — pod 9, jak oto: 9

3

Nastepnie dodajesz 1 — czeéé 13 — do 1 — czesci 14: 11 1 jest 2.

14
Piszesz 2 przed 3, jak oto: 9

23

Wige: 14 i 9 jest 23,

18
Nastepuje rozwiazanie analogiczne przykladu 7 i na tem koniec.

Jest to wyjasnienie algorytmu dodawania podane w postaci try-
wialnej, Zwraca sie tu uwage tylko na strone zewnetrzna — i to w re-
dakecji, ktora moze nastreczyé malemu czytelnikowi pewne watpliwosci.
(Mam na mysli owe ,,czesci” 13 lub 14, W redakeji angielskiej brzmi to
nieco zgrabniej, — niemniej jednak moZna mie¢ watpliwosci co do
charakteru owych ,czesci'.)

W ukladzie metodycznym niema nic nowego. Osobliwoscia nato-
miast jest wprowadzenie juz futgj pisania i czytania liczb do 9999,
(Str. 98 i dalsze). Sprawg ta zalatwia sie niefrasobliwie metoda Bell-
Lancastra: jedno dziecko czyta z podrecznika liczby, a drugie je
kontroluje wedlug odpowiedzi ze swego podreczmka. Pisaé liczby
dziecko moze si¢ nauczyé samo. Zdobywszy te umiejetnosé, dziecko
rozszerza zakres swych mozliwosci odnoénie do dodawania.

Wprowadzeniem dolara i centa koficzy sie ta ksiazka.

Trzecia Ksiazka dotyczy algorytmu odejmowania. Wy-
jasnienie algorytmu analogiczne do podanego wyzej dla dodawania,

Przyjeto tam t. zw. ,austrjacki” sposéb — przez dopelnianie, Au-
tor zapewnia, iz aczkolwiek dotad nie zostalo naukowo ustalone, czy
ten sposéb ma wyzszod¢ nad innemi, to jednak w praktyce jest dla
dzieci latwiejszy i daje dobre rezultaty w nauczaniu.

Uklad materjalu zostal przeprowadzony ze znaczna drobiazgo-
wodcia; rozréznia si¢ np. — jako osobne przypadki — takie przyklady:

2578 2578
— 1936 — 2484
642 94

Réinia sie one tylko tem, e réinica jest trzycyfrowa albo dwucy-
frowa. Nic to nie zawadza, jezeli chodzi o éwiczenia, ale niema potrzeby
robi¢ z tego osobnych szczebli.

Fabula zadafi urozmaicona: mamy tam odejmowanie, dopelnianie
i poréwnanie rdéznicowe.
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Korficowe dzialy dotycza cyfr rzymskich do XII oraz mierzenia diu-
goéci w calach i stopach. Ta ostatnia sprawa obowiazuje tylko te dzie-
ci, ktére nie mialy robét recznych, Dla nauczyciela jest to dzial dosé
klopotliwy, bo nauczyciel musi sam sprawdzaé¢ wyniki pomiaréw, Drob-
nych podziatek cala nie uwzglednia sie: sa tylko poléwki cala.

Czwarta ksiazka obejmuje tabliczke mnozenia [(Mulfiplica-
tion facis) oraz algorytm mnozenia czterocyfrowej przez jednocyfrowa.

I tu réwniez rozpoczyna sie od stwierdzenia faktow w zakresie
mnozenia.

Na pierwszej stronicy tekstu znajdujemy:

0 3 9 6 2 1 1 4
XD X1 ¥l X1 X8 X9 X6 X1

Nastepne pieé wierszy tej stronicy to permutacja wiersza pierwsze-
go bez odpowiedzi.

Stwierdziwszy fakty w wierszu pierwszym, uczef winien powypi-
sywaé iloczyny w nastepnych wierszach, Widzimy tu co$ zupelnie Od_-
biegajacego od naszej prakiyki. Zaczyna si¢ tu od przypadkéw osnbl::
wych: mnozenia przez zero i przez jednoéé, — no, ale przeciez chodzi
o stwierdzenie fakiu, — mozna wiec go stwierdzi¢ i reprodukowaé przy
pierwszej nadarzajacej sie sposobnosci. .

Nastepne stronice wprowadzaja nowe polaczenia i nawracaja do
starych — tak, Ze uczen ma wielokrotnie do czynienia z t3 sama kom-
binacja czynnikéw. W ten sposéb podano cale 100 polaczen tabliczki
mnozenia.

Proces tem, — jak zwykle, — zamyka sie uporzadkowaniem wszyst-
kich polaezed i podaniem  rdéinego wyslowienia mnozenia i zapisu
w wierszu, Caloéé¢ obejmuje prawie 50% ksiazki (lacznie z testami
i zadaniami tekstowemi). ‘

Algorytm wprowadza sie ostroznie, zaczynajac od mnozenia dwu-
cyfrowej przez jednocyfrowa. Wyjasnianie algorytmu w przypadku prze-
kroczenia progow jest analogiczne do omawianych wyizej przypadkéw
w dodawaniu i odejmowaniu, ]

Nalezy tu jeszcze wspomnie¢ o pewnym momencie przygotowaw-
czym do mnozenia z przekroczeniami progow, gdyz chodzi o spamigtanie
remanentéw. Potrzebng wprawe uzyskuje uczen, przerabiajac nastepu-
jace éwiczenia:

Dodaj 5 do 7 X 7
"” ” 17" 9 >< 1

U nas nie robi si¢ z tego osobnej sprawy,

Dodaj 7do 1 X 5
w wowIXS

" fton L

Ksiazka Piata dotyczy dzielenia. Sprawa przeprowadzona
analogicznie do odejmowania, Odwraca si¢ mnozenie i to jednostron-
nie; zawsze poszukuje si¢ mnoznej. Rozpoczyna si¢ od zagadnienia:
4 razy po ile?”, jak oto:

]

X
24
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Nastepuja rzeczy juz znane z poprzedniego opisu, a wigc — ta-
bliczka dzielenia (Division facts), jej zestawienie i podanie roéinych spo-
sobow zapisu i rézne wystowienia, Na str. 38 czytamy: ,Jest kilka spo-
sobéw zapisu dzielenia, np. 9)63, 9 X ? — 63, 63 -~ 9, 63 podzielone
na 9 rownych czesci, 63 podzielone przez 9, s z 63 (w oryginale:
1l of 63 is —). Wszystko to oznacza to samo. Kaida odpowiedz jest 7.

Poza tem mamy algorytm dzielenia przez dzielnik jednocyfrowy,
przeprowadzony z ta sama drobiazgowoécia, co i poprzednie dzialania.
Tom koficzy si¢ odejmowaniem liczb szesciocyfrowych.

Ksiazki Szésta i Siédma obejmuja algorytmy mnozenia
i d'zr‘e_lelnia. Sposéb traktowania sprawy juz znany, — wigc nie bede ich
omawial.

Ksigzka Osma. Stanowi ona przelom w nauczaniu dlatego, e
wprowadza sie tu uwlamki, a raczej — ze wprowadza sig je z wiekszg
ostroznofcia, niz to mialo miejsce z innemi pojeciami, dotad rozwa-
Zanemi,

Ciekawy jest wstep do tej ksigzki, podany w podreczniku dla
nauczyciela, — wstep, kiéry jest jednoczeénie historja ksigzki.

Rzecz miala sie fak. Kiedy zaczeto doswiadczalnie badaé, w kté-
rym roku nauczania nalezy wprowadzi¢ dodawanie, odejmowanie i mno-
zenie ulamkéw, stwierdzono nieoczekiwanie, ze uczniowie starszych
stopni (Yacznie z széstym) wykazali zdumiewajace nieuctwo (an amazing
ignorance), jakkolwiek byli to wuczniowie, ktorzy jui ,przeszli' caly
przepisany kurs ulamkoéw.

Niepomyélne wyniki testéw przypisano tej okolicznodci, Ze ucznio-
wie nie wiedzieli dobrze, co to jest wogéle ulamek.

Wobec takiego stanu rzeczy postawiono sobie inne pytanie: na kté-
rym stopniu nauczania nalezy wprowadzi¢ pojecie ulamka? Aby to
stwierdzié, nalezalo opracowaé specjalny materjal, zawierajacy wyjas-
nienia tego irudnego pojecia. Zadanie to spelnilo cialo zbiorowe:
H. O. Gillet (kierownik szkoly ¢éwiczeri przy Uniwersytecie w Chi-
cago), O. F. Bright i Autor. Starannie opracowany materjal odbito
na mimeografie i oddano go do przeprowadzenia klasom. Nauczyciele
wypelnili szczegolowy kwestjonarjusz, wskazujac, gdzie nalezy poswieg-
ci¢ wigcej éwiczen, gdzie mniej, jakie wyjasnienia uwazaja za niewystar-
czajace, co nalezy przestawi¢ i t. p. Dopiero na podstawie tych da-

nych nadano pracy forme ksiazki, Doswiadczenie wykazalo, e — jak-
kolwiek pojecie ulamka mozna podaé juz na stopmiach poczatkuja-
cych, — to jednak najlepiej podawaé¢ je na stopniu czwartym.

Dla mnie braki, jakie wykazali uczniowie w zakresie ufamkéw, byly
zupelnie naturalne: raczej dziwilbym sie, gdyby bylo inaczej, o ile —
ma sig¢ rozumieé — nauczanie ulamkoéw bieglo po tej linji, jakgq widzie-
lismy poprzednio w zakresie liczb catkowitych.

W obecnej postaci sprawa przedstawia sig tak: Caly tom 6smy
poswiecono wylacznie wyjasnieniu pojecia ulamka,

Sprawe ofwietla si¢ z réznych stron . na wielkosciach ciaglych
i zbiorach:

1) Jedna lub wiecej czeéci przedmiotu (np. ¥ jabltka, kartki pa-
pieru i t. p.).

2) Jeden lub wiecej przedmiotéw, stanowiacych pewna czeéé zbio-
ru (np. dwie zapalki, stanowiace % calego zbicru zapalek),

3) Jeden przedmiot jako pewna czeéé jednerodnego z nim przed-
miotu (np. odcinek, stanowigcy % drugiego).
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4) Jeden zbi6r, stanowiacy pewien ulamek innego zbioru jedno-
rodnego z pierwszym (np.: Chlopcy tej klasy stanowia % chlopcéw kla-

sy innej). )
Catosé sklada sie z osmiu czeéci (section), z ktérych pierwsze
cztery omawiaja tylko ulamki z licznikem 1, dalsze za$ cztery — ulam-

ki o licznikach wiekszych od 1. Dobér materjalu staranny i urozmaico-
ny. Wezmy dla przykiadu czes¢ L

1. Podany jest szereg rysunkéw (ciastka, jablka i t. p.). Uczen
wie, na ile czgsci réwnych jest podzielony przedmiot, wyobrazony na ry-
sunku, a ma odpowiedzieé, jaki to ulamek.

2. Tu zachodzi ta tylko réinica, Ze uczniowi nie mowi sie, na ile
czeéci rownych podzielono przedmiot, — uczei musi sam tego dojsc
z rysunku i wymieni¢ odnosny ulamek,

3. W tym szczeblu uczen ma zacieniowaé jakas czes¢ podanego
rysunku, np. zacieniowa¢ ¥ kwadratu, To stwarza dodatkowa trudnosc
techniczna: aby nie mazaé ksiazki i ulatwié sprawdzenie, zaleca sig
przerysowanie podanych rysunkéw na kalce, wykonanie zadanej czyn-
noéci, a nastepnie poréwnanie wlasnego wyniku z rysunkiem w odpo-
wiedziach — przez zwykle naloienie. Kartki przezroczystego papieru
na ten uzytek uczniowie nabywaja w sklepach,

4, Tu uczen ma podzieli¢ dany na rysunku przedmiot na Zzadana
ilo$é czeéci réwnych i nad kaida z nich napisa¢ odnoény ulamelk,

5. Ostatni szczebel dotyczy poréwnania dwu jednostek ulamko-
wych, a wigc:

Co wieksze: 1)y czy s
i

" 1" 4 1" '8

" " 1."2 1t Ii’:i
Jako wskazéwke podano w podreczniku: ,Pomyél, coby$é wolat
mieé: ¥ pomarafczy czy % pomaraficzy?” Istotnie — warto sig zasta-

nowié, Takich ,smakowitych” zadafi mamy w tej czeéci duzo, Czesc
druga jest przeprowadzona symetrycznie do pierwszej; wystepuja tu juz
jednak ulamki o licznikach wigkszych od 1, — sprawa wiec nie wymaga
osobnego omawiania. :

W ten sposob na przestrzeni 140 stronic Ksigzki Osmej omo-
wiono ulamki o mianownikach 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12. Widzimy, ze
przyjeto tu inng zasade przy nauczaniu ulamkéw, niz u nas,

Wielka ilogé réznorodnych przykladéw i zadad kaze przypuszczag,
ze uczniowie oswoja sie dostatecznie z pojeciem ulamka, zanim przejda
do dzialan.

Ladne rysunki, duzo Lresles, duzo réinorodnych zajmujacych py-
tan uprawniaja do przypuszczesi, Ze zainteresowanie ucznia nie oslabnie,
— i cel nauczania zostanie osiagniety.

Dziewiata Ksiazka jest poswigcona dodawaniu ulambkéw
(tacznie ze sprowadzeniem do wspélnego mianownika i skracaniem).

Dziesiata Ksiazka jest poswigcona odejmowaniu ulamkéw.

Autor pisze, ze traktowanie rozdzielne obu tych dzialad musi na-
streczaé pewne watpliwoéci natury dydaktycznej, — dodaje jednak, ze
dotad nie zostalo naukowo stwierdzone, co zapewnia wieksze korzysci
przy nauczaniu: traktowanie obu tych dzialan w korelacji ze soba, czy
rozdzielnie, Nauczyciele, sklonni do prowadzenia wspoiczesnie obu
dziatafi, sa upowaznieni do przerzucania sie od pewnych partyj
Ksiazki Dziewiatej do analogicznych Ksiazki Dziesiatej.

W ciagu osmiu lat czyniono préby przydatnoéci materjalu, zanim
nie nadano mu formy ksigzek.
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Rozpoczyna sie od wyjasnienia terminéw ,licznik" i ,mianownik",

Po bardzo lakonicznem wyjasnieniu procesu dodawania przechodzi
sie do ,przykladéw”,

Na sir, 5 znajdujemy wyjasnienie dodawania w takiej postaci:

L
12
3
12
S
12

11
12

Podaje si¢ wprawdzie obok tego i zapis w wierszu, ale popularniej-
szy jest podany wyzej, -

Nastepne szczeble zaznajamiaja ucznia z ulamkiem niewlasciwym
i liczba mieszana. Nie zawieraja one nic godnego uwagi.

Mam natomiast zastrzeienie co do t zw, nreszty ulamkowej"
(Fractional remainders). Na str. 23 Aulor rozwaza, jak nalezy sig za-
chowywaé w poszczegélnych przypadkach dzielenia niezupelnego, jezeli
chodzi o jakie$ sprawy zycia praktycznego. Czytamy tam:

«Przypominasz sobie, ze przy dzieleniu liczb catkowitych czesto
otrzymywaleé reszte. Zwykle piszemy te reszte w ten sposéb: R 2,

#Przy wylaczeniu caloéci z utamka niewlasciwego znalezlismy spo-
séb podzielenia naszej reszty., Np., %%/, = 3%/, zamiast 3 R 3. ,Both
ways are right” — moéwi z emfazg Autor,

Sprawa ta moze zupelnie zamaci¢ uczniom w glowie, gdyz z wy-
jaénienia tego wynika, ze chodzi tu jedynie o rézny zapis tej samej
mysli, a przecie rzeczy same sa rézne. Owo R 3 jest tu tg oresziq ulam-
kowq"” (3 czwarte), jakkolwiek dawniej on symbol R 3 mial tress inna,.
Nie rozréznia sie tu pojecia ilorazu zupelnego i niezupelnego,

W dalszym ciagu omawia sig aparat, pozwalajgcy skracaé ulamki,
mianowicie cechy podzielnosci przez 2, 3, 5.

Robi si¢ to bardzo prosto. Odnosnie do 2 — podaje sie poprostu
na szeregu przykladéw, e liczby parzyste sie dziela, a nieparzy-
ste — nie,

Odnoénie do 3, — podaje si¢ szereg wielokrotnosci liczby 3: 3, 6,
9, 12, 15, 18.,., a nastepnie stwierdza, ze t. zw. ,suma cyfr”, ktérej-
kolwiek z napisanych liczb dwucyfrowych jest albo 3, albo 6, albo 9.

»Do you see the trick?" — pyta Autor. I nie liczge widocznie na
to, ze frick zostanie dostrzezony, podaje ceche podzielnosci przez 3.

Czasami dodawanie trzeba prowadzié parokrotnie, np. 75;
7% 5 =12; 1 + 2 = 3; 75 dzieli sie przez 3.

Ceche podzielnosci przez 5 podano lakonicznie — po Wwypisaniu
szeregu liczb z zerem lub pigtka na koscu.

Dodawanie liczb mieszanych wykonywa sie tak:

16%/5
112%/,
128%; = 1291/,
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Ten sposob zdaje sie zdecydowal o zapisie skladnikéw utamko-
wych w kolumnie, — o czem bylo wyzej.

Zobaczmy, jak przerabia sie sprowadzenie ulamkéw do wspolnego
mianownika. Sa tu dwa etapy.

W pierwszym uczeri ma powiedziane, do jakiego mianownika ma
sprowadzi¢ ulamki dane; praca jego polega zatem na stosowaniu prze-
ksztalcenia tych ulamkéw. W drugim etapie uczen sam musi znalezé
wspblny mianownik.

Poszukiwanie odbywa sig tak: Mamy ulamki %/s i /5. — 8 nie jest
wspolnym mianownikiem, bo 8 nie dzieli sie przez 6, — 16 nie jest wspol-
nym mianownikem, bo 16 nie dzieli sie przez 6. — 24 jest wspélnym
mianownikiem,

Po rozwazeniu czterech podobnych przykladéw nastepuje regula:

1. Sprawd:i najwickszy mianownik, gdyz czasami on okazuje sie
wspolnym,

2. Jeteli najwiekszy z mianownikéw nie jest wspélnym, — pomnoz
go przez 2 i sprawdZ, czy otrzymany iloczyn dzieli si¢ przez kazdy
z mianownikéw,

3. Jezeli otrzymany iloczyn nie jest wspélnym mianownikiem, po-
mnéz najwiekszy mianownik przez 3 i sprawdz znowu,

4. Jezeli trzecia ,préba” nie dala ci wspélnego mianownika, —
pomnéi najwigkszy mianownik przez 4. ,Prébuj” tak dalej, az znaj-
dziesz wspélny mianownik, Pamietaj, abyé zawsze mnozyl najwigkszy
z mianownikéw,

Nastepuja przyklady i stale uwagi, aby sprowadzaé wynik do po-
staci najprostszej,

Traktowanie odejmowania w Ksigzce Dziesiagtej nie wy-
maga wyjasniefi; jest ono zupelnie analogiczne do tego, co$my widzieli
poprzednio odnoénie do dowania,

Materjatl uporzadkowany starannie i drobiazgowo, aby z kazdg na-
darzajaca sie trudnoscia uczesd byl w stanie sobie poradzié,

Zaleca sie taki algorytm dla przypadkéw trudniejszych:

1845
— 6%

18y = 17%/g
— 6%y = — 6%

1% = 1Y

Il

Na str. 27 wprowadza sie mnozenie utamka przez liczbe calkowita,
Bardzo szybkie jest przejscie do mechanizacji:

wZauwaz, jak mnozysz utamek przez liczbe calkowita:

3 X s
3 =1 =3
3 X =7,

(1) licznik 1 utamka 4 jest pomnoiony przez 3,
(2) mianownik pozostaje ten sam.”

Zadnego nawigzania do okreslenia mnozenia niema. Poza tem
przyklad niefortunny. Zreszta, tu jak i gdzie indziej, chodzi gléwnie
o sprawno$é¢ rachunkowa, — mniej o zrozumienie spraw formalnych,




o
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Algorytm dla przypadkéw trudniejszych:

78%s
X 6

4z (6-%/4)
468 (6-78)

472'[,

Sposéb ten jest wydodniejszy od zwylidych szkolnych sposobdw.
. Gorzej jest ze¢ sprawg mnozenia przez ulamek, Na str, 38 czytamy:
nNiema w tem nic nowego. Robiles to przy dzieleniu, robiles réwniez,
uczac sig, co to jest utamelk.

ls 2. 8= %= 4, 1,272 = "2, = 24

i ¢ 28 =, — 8§, (*/2 X 24 znaczy to samo, co !/, z 24}

Dotad wszystko w porzadku, gdyz uczed przypomni sobie, ze
w dzieleniu zapisy: % z 24, 24 = 4, &* i t. p. oznaczajg to samo, ale

dalej na str. 39 mamy:
wlle to jest %/ z 6?7 Znajdziemy to, mnozac licznik przez 6:
63X 2=12, Wiec /53X 6 ="/3—=4, Ze to prawda, spostrzezesz odrazu:
poniewaz 14 z 6 jest 2, wiec 24 musi byé 4.
] To prawda, ale uczen stwierdzi tylko zgodnosé wynikéw, — co
jednak bedzie wiedzial o tresci mnozenia przez utamek? Dlaczego ma-
my tu mnozy¢ licznik przez 67
Cala uwaga zwr6ci sie tu na strone zewnetrzna i na technike ra-
chunkowa, — a o te ostatnia przedewszystkiem chodzi Autorowi.
Analogiczne wyjasnianie podano dla mnozenia ulamka przez ula-
mek: %4 X 34 otrzymam w ten sposéb. Najpierw pomnoze liczniki:
1 X 1 = 1, Nastepnie mianowniki: 2 X 2 — 4, Wiec ¥ X 4% — 3."
Jeszcze jeden taki przyktad — i koniec. Sg wprawdzie dalej ry-
sunki, potwierdzajace prawdziwosé wynikéw, ale w dalszym ciagu nic
niema o tem, co znaczy ,pomnozyé przez ulamek”, Czy uczen sam sie
domysli, — nalezy watpi¢. Moze reszte dopowie mu nauczycielka, —
ale o tem nic nie znalazlem w uwagach do podrecznika,
b Reszta — to réznorodne przyklady, metodycznie i starannie do-
rane,

Dzielenie ulamka przez liczbe calkowita opracowano tak: ,Podziel

4 pigte przez 2. Odpowiedz j!est 2 piate. prawda?
= 3 = 2/

Kilka takich przykladéw. To jest stuszne i zrozumiale, ale dalej

na str, 78 czytamy:
8y =2 =1, 8 X My = %,

Czy widzisz, jakie sa podobne te przyklady? Zobaczysz to lepiej,

jezeli napiszemy dzielnik w formie ulamka o mianowniku 1:
Bl = B == 8y My = Wy A = gy

.Czy spostrzegles, jak przyklad na dzielenie zastapi¢ przykladem

na mnozenie? Popatrz na przyklad nastepny:
S = 2= 2= O, =2, = B S — 3,

. wCzy widzisz, coémy zrobili z dzielnikiem? Dzielnik jest 2. Za-
mieniamy go na ?[1, a nastepnie odwracamy go do gory nogami i mno-
zymy,

© Jak widzimy, — wyjaénienie czysto zewnetrznej natury.
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Dzielenie przez dzielnik ulamkowy nawiazuje do mieszczenia jed-
nostki ulamkowej w liczbie calkowitej, péZniej w ulamku, sprowadzajac
cala sprawe do odwrocenia dzielnika i mnozenia przez tak odwrécony
dzielnik.

Techniczna strona, — jak zwykle, — bogata, urozmaicona i meto-
dycznie uporzadkowana,

Z materjalu nowego mamy tu proste diagramy wielkosci, Diagramy
dotycza réznych spraw: dni pogodne w ciagu kilku miesigcy, zaludnie-
nie klas, wyczyny (punkty gier sportowych), wzrost uczniéw, uczniowie
urodzeni zagranica, statystyka czytelnictwa, oszczednoéci ucznidw, waga
uczniow i t. p.

Zadania tu sa dwu rodzajéw: 1) wyjasni¢ dany diagram; 2) spo-
rzadzi¢ diagram, majac odpowiednie dane.

Ksiazka Jedenasta ma do czynienia z ufamkami dziesief-
nemi. Autor zaznacza, ze debatowano nad sprawa lokaty tej partji ma-
terjalu w programie szkolnym. Dotad nie zostalo naukowo stwierdzone,
czy lepiej wprowadza¢ utamki dziesigtne przed zwyczajnemi. Badania
tej sprawy trwaja w dalszym ciggu. W podreczniku wyznaczono im tra-
dycyjne miejsce: miedzy ulamkami zwyczajnemi i procentami.

zwiazku z waznoécia ukladu dziesigtnego jest tu zalecome, aby
nauczyciel dal calej klasie uczniéw pewne pojecia o zasadach budowy
liczb w tym ukladzie. Dziéje si¢ to nie w formie wykladéw, ale raczej
na tle dyskusyj. Autor uwaza, Ze tylko zdolniejsi uczniowie ocenig
naleiycie doniostos¢ omawianej sprawy, jednak wszyscy powinni od-
czué, ze wszystko, co robia w zakresie arytmetyki, spoczywa na jakichs
racjonalnych podstawach., Zadnych éwiczen, ani testéw, zmierzajacych
do sprawdzenia osiagnietych w tych dyskusjach korzysci, niema,

Jest to — poza pojeciem ulamka — jedyna wyraZina uwaga, doty-
czaca wyjasnienia glebszego poje¢, z ktéremi uczen bedzie miat do czy-
nienia; wyzej — jak widzielismy — poprzestawano na do$é pobieznem

przedstawieniu sprawy.

Utamki dziesietne wprowadza sie w zwiazku z ukladem monetar-
nym: dolary i centy, a wiec od dwu znakéw za kropks dziesietna.

Zera poczatkowego nie pisze sie. Zapis .20 odpowiada naszemu
0,20 — trzeba zatem dobrze uwazaé na kropke dziesietna.

Pierwsze trzy znaki za kropka dziesietna omawiane s dos¢ ostroz-
nie i drobiazgowo. Péiniej podano odrazu tabele az do miljonowych
i szereg éwiczen w czytaniu i pisaniu liczb dziesietnych. I tu w czyta-
niu jeden uczen moze kontrolowaé drugiego wediug odpowiedzi w pod-
reczniku,

QOdnoénie do dodawania liczb dziesietnych podano tylko taka uwa-
ge, aby przy pisaniu pod soba skladnikéw baczyé na to, zeby kropki
dzli(esiqtne przypadaly jedna pod druga. Przyklad wyjadniajacy podano
taki:

.005
2.01
30.
3

32.315

Odejmowanie wprowadza sie réownolegle z dodawaniem. Obu dzia-
1taniom poéwieca sie stosunkowo niewiele miejsca.

Latwo przewidzie¢, w jaki sposéb wprowadza sie mnozenie liczb
dziesietnych. Rozpoczyna sie od uwagi, ze mnozenie liczb dziesietnych
jest rownie latwe, jak mnoZenie liczb catkowitych, i zacheca sie ucznia,
aby uwaznie rozpatrzyl podane nizej przyklady i zorjentowal sie co do
ilosci znakéw za kropka dziesietna.

Parametr. 9
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31.2 618 8125 4,26 25
X.3 K 2 x.2 X.22
9.36 1.236  .16250 852 7.5
532
L9372

+Cos zauwazyl?” — pyta Autor. Poczem nastepuje oméwienie kaz-
dego przykladu w tym sensie: W pierwszym przykladzie mnozysz licz-
be z jednym znakiem za kropka dziesietna przez liczbe z jednym zna-
kiem za kropka dziesigtng, W odpowiedzi masz liczbe z dwo’ma znaka-
mi za kropka dziesietna.” Po oméwieniu wszystkich przykladéw podanc-
algorytm w pieciu punktach:

1. Mnoéz, jak liczby calkowite.

2. Policz znaki dziesietne w liczbie, ktéra mnozysz,

3. Policz znaki dziesigtne w liczbie przez kitéra mnozysz.

4, Dodaj te dwie liczby znakéw dziesigtnych razem.

5, Odetnij tylez znakow dziesietnych w odpowiedzi, zaczynajac:
oczywiécie od strony prawej,

U nas szukanoby wyjaénienia tego algorytmu w oparciu o mnoie-
nie utamkéw zwyczajnych; tam — jak widzimy — poprzestaja na stwier--
dzeniu pewnego faktu i przechodza do éwiczer technicznych. Cwiczen.
sporo,

X
w

Dzielenie liczb dziesietnych stusznie rozpoczeto od dzielnika cal-.
kowitego jednocyirowego. Rozpaitrzono wszelkie mozliwe trudnosci..
W przypadkach niepodzielnoséci jest tylko uwaga, aby poniecha¢ d?.lszego-
po uzyskaniu trzech znakéw za kropka dziesigtna. Zadnych wyjasnient
co do przyblize. Pozniej to samo z dzielnikiem calkowitym dwucyfro-
wym, Przy sposobnosci zamienianie ulamkéw zwyczajnych na dzie-
sigetne, co péZniej jest wyzyskane w dzialaniach, jak np.

163/ = 1675

XK 2y = 25
8375
3350

41.875

Dzielenie liczby dziesietnej przez dziesieing wprowadza sie na
zadaniu: [

~Mamy w naszej szkole sklepik szkolny., Chcemy sprzedaé tyle:
ksiazeczek z wierszami, aby zaplacié rachunek drukarni. Rachunek

wynosi $ 2875, Ile ksiazeczek po $.25 musimy sprzedaé, aby zaplacié-

rachunek?

Musimy podzieli¢ $ 28.75 przez $ .25. Czy musimy polozyé kropke-

dziesietna w odpowiedzi nad kropka dziesietng dzielnej? Zobacz, coby:
bylo.
1,15
25) 2875

25 .
m— e

nlhnd
w

s
PN

(S a7
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Wynikloby, ze mamy sprzedaé 1.15 ksigzeczek, Tak byé nie moze,
¢dyz to mniej niz 2 ksiazki, a my musimy ich sprzedaé znacznie wiecej
celem uregulowania rachunku,

Caly klopot polega na tem, ze nie uczyles sie, jak dzieli sie liczbe
dziesietna przez dziesietna. Latwo sie tego nauczyé, Zobacz, czybys
nie umial powiedzieé, jak sie to robi:

-

4 20

218 = 2)8 12210 = 12240 .25).175 = 25.)17.5

Znowu oméwienie tego, co zrobiliémy z kropka dziesietna, i po-
danie reguly postepowania, W dalszym ciagu ¢wiczenia. W éwiczeniach
spotykamy sie z réznemi mozliwemi trudnoéciami, z jakiemi uczed musi
umieé¢ sobie radzi¢. Caloé¢ tych éwiczeni ulozona metodycznie,

Tom zakoficzono wyjaénieniami ukladu dziesiatkowego pozycyi-
nego oraz mnozenia i dzielenia przez 10n.

Ksiazka Dwunasta i ostatnia zajmuje sie procentami. Wy-
fozono tu tylko zagadnienie takie: ,obliczy¢ dany % liczby danej”., Za-
gadnienie: ,jaki % jednej z dwu liczb danych stanowi druga?” uznano
za przedwczesne i przeniesiono je do nastepnego roku nauczania. Autor
zaznacza, ie dzieci w wieku 12 lat 4 mies. (rok 6, nauczania) moga
z powodzeniem rozwiazywaé zagadnienie pierwsze,

Podano tu duzo przykladéw i zadat z iycia praktycznego. Nie
usilowano wecale zapoznaé uczniéw z rachunkiem %-owym, stosowanym
w handlu, przenoszac cala uwage na zagadnienia prostsze, aby dzieci
oswoily sie naleiycie z pojeciem procentu.

Procent okreslono (str. 3) jako ,setne” (,Per cent” is just another
name for ,hundredths”).

Wlasciwie juz wiesz, jak sobie radzi¢ z zagadnieniami procentu, —
tyle, zeé pisal to inaczej i nazywal ulamkami dziesietnemi, Pisale$ 2%[imn
jako .25; méglby$ to napisa¢ jako 25%. Zauwaz, ze tu niema kropki
dziesietnej. Mozesz to nazywaé¢ 25 procent, ale znaczy to .25."

Po takich wyjasnieniach wstepnych odrazu przejécie do éwiczed
w rodzaju. Y = .25 = 25% .

Nastepnie: lle jest 25% osmiu? 25% — % oémiu czyli 2.

Jak widzimy, procentu nie okreéla sig, jako pewnej formy sto-
sunku (25 : 100), ale przyporzadkowuje sie procentowi pewien ulfamelk,
wskutek czego w dalszym ciagu zagadnienia operuje sie juz tylko tym
ulamkiem, Inaczej tu byé nie moglo, gdyz nigdzie nie opracowano po-
jecia stosunku.

Pierwsze ¢éwiczenia polegaja na przejéciu od procentéw do utam-
kéw i nawzajem — od ulamkéw na %. Cwiczen tych jest sporo. Za-
leca sig, zeby wainiejsze z nich (czesciej uzywane) umieé napamieé,

W dalszym ciagu uczniowie stosuja wiadomosci o procentach do
zadan handlowych. Rachunki sa bardzo proste, np.: ,Sklepik uczniow-
ski nabywa olowki po cenie katalogowej $ 6.00 za gros, otrzymujac
25% opustu (discounf). Ile placi za 1 gros olowkéow?

Cena $ 6.00
opust 1.50

Placi & 4.50

Trudnoéci sa raczej technicznej natury, gdyz same zagadnienia
nie nastreczajg watpliwosci.

9
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Zadania sa bardzo urozmaicone w tresci i dotycza réiznych dzie-
dzin zycia. Duzo uwagi poswieca sie w zadaniach sportom, zarobko-
waniu uczniéw, dobroczynnosci, — sa jednak i zadania, dotyczace oséb
dorostych, jak np.: ,Rachunek miesigczny za gaz wynosi $ 450, O ile
oplaca sig rachunek przed 10 dniem miesigca, otrzymuje sie 2% opustu.
lle zaoszczedze, regulujac rachunek przed 10.7* T t. p.

W dalszym ciagu omawia sie obroty pienigzne. Mamy tu zadania
typu: ,Obliczyé odsetki od kapitalu danego za dany okres czasu we-
diug danej stopy %. Wiele éwiczen ujeto w schemat:

Kapitat Stopa % Czas Odsetki
$ 8500 4% 1 rok ?
$ 475 5% 1/, roku 7

Nastepnie uczniowie zaznajamiaja sie z operacjami kas oszczed-
nosci. Podane s3 wzorce ksigzeczek oszczednosciowych, — wraz z wpi-
sanemi pozycjami i szeregiem wskazéwek, jak istotnie prowadzi sie ra-
chunki w kasach (miedzy innemi uwaga pozyteczna, ze kwoty mniejsze
od dolara nie procentuja).

Dalej nie spotykamy nic osobliwego; mamy tylko procenty powy-
zej 100%, procenty w bardziej zawilych przypadkach, jak 83%% i t. p.

Na zakoficzenie podano cos w rodzaju zestawiemia pojecia %
z ulamkami dziesigtnemi i zwyczajnemi, a to celem stwierdzenia, w ja-
kim stopniu pojecie % zostalo opanowane.

Na str. 83 czytamy: ,Zobaczmy, jak rozumiesz, co znaczy procent,
Co jest wiecej? 4%, .4 czy %? Jezeli nie wiesz odrazy, napisz to
w ulamkach dziesietnych: ,04, .4, ,25. Teraz powinienes odpowiedzieé
natychmiast, ale jezeli nie jestes pewien, dopisz zera gdzie nalezy, abys
mial wszedzie jednakowa ilo$¢ znakéw za kropka dziesietna, jak oto:
.04, .40, .25, Teraz widzisz, ze .40 jest najwieksze.” Nastepujg éwiczenia,

Ostatnie stronice poswieca sie rekapitulacji opracowanego dawniej
materjatu. Mamy tu:

1. Cztery dziatania na liczbach calkowitych.

2. Rozszerzenie numeracji ustnej i pisemnej do 9 miejsc,

3. Jednostki miar dlugosci, cial cieklych i czasu wraz z dziala-
niemi na t. zw. ,liczbach mianowanych",

4, Pojecie utamka.

5. Dziatania na ulamkach.

6. Diagramy.

7. Dzialania na liczbach dziesigtnych,

8. Procenty.

9. Rozne zagadnienia na zastosowanie zdobylych w calym Lkursie
wiadomosci,

Widzimy z tego pobieznego przegladu calosci, ze program przedsta-
wia si¢ doé¢ skromnie: 4 dzialania na liczbach calkowitych, ulamkach
zwyczajnych i dziesietnych, wiadomosci wstepne o procentach, elementy
wiadomosci o diagramach wielkosci, — i wszystko. Cala uwaga zato
jest przeniesiona na strone techniczna sprawnosci, Wszysiko zmierza
do tedo, aby uczen umial rachowaé.

Stronie pojeciowej przedmiotu poswieca sie bardzo malo uwagi.
Ciekawe byloby stwierdzi¢, jak sobie wychowankowie szkél w Winnetee
radzg w dalszym ciggu z matematyka, — bo dotad niewiele zrobiono
w kierunku przygotowania ucznia do tej specjalnej dziedziny wiedzy.

Mam wrazenie, ze musza tam byé¢ duze braki. Przenoszenie uwagi
na strone techniczna — bez jakiego takiego oswietlenia przedmiotu —
jest groZne, moze sie bowiem okazaé, ze uczniowie mli6ca pusta stome.
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Zpamienna pod tym wzgledem jest uwaga do tomu 6smego, gdzie stwier-
dzono zupelne niezrozumienie pojecia ulamka u tych uczniéw, ktérzy
juz caly materjal niby opracowali,

Jezeli natomiast chodzi o technike rachunkowa, to odnosi sie
wrazenie, ze przy tak pomyslanym aparacie sprawa ta musi si¢ przed-
stawia¢ dobrze.

Trudno mi bylo zorjentowaé sie, w jakim stopniu uczniowie tam-
tejsi opanuja rachunek pamigciowy, — jedyna bowiem sposobnoscia do
zastosowania tego rachunku bylyby zadania tekstowe, — nie wiem jed-
nak, czy uczniowie rozwiazuja je pamieciowo (te przynajmniej, ktére
si¢ nadajg do rachunku pamieciowego. Jestem sktonny przypuszczaé,
ze wczesne wprowadzenie algorytmu pisemnego wyrobi w uczniach duza
skionnoé¢ do poslugiwania sie w rachunkach oléwkiem,

Najwazniejsza zaletg omawianego sposobu nauczania jest istotnie
to, ze riadaje sie on do pracy samodzielnej ucznia, Ze zmusza go do do-
kiadnosci w pracy i do osiagniecia pewnego opfimum dokladnoéci (bie-
glosci) w rachunkach — z wyraznem jednak zaniedbaniem strony po-
jeciowej przedmiotu.

Nasi uczniowie nie maja nigdy dosé¢ czasu na rachunki, g¢dyz ucza
sig — zbyt moZe wczeénie — matematyki; tamci znéw staja sie zbyt
wczeénie rachmisirzami — i nie maja czasu na matematyke,

Mozeby ktos z naszych autoréw zechcial opracowaé podobny kurs
arytmetyki i pogodzil dwa te stanowiska, — zwlaszcza, ze program dla
szkoly powszechnej i gimnazjum nizszego domagaé sie tego bedzie na-
tarczywie: mozebysmy nareszcie w Polsce nauczyli si¢ rachowaé i jedno-
czeénie nabrali gustu dla rzekomo suchej matematyki.

— WIADOMOSCI MATEMATYCZNE, Redaktor i Wydawca S.
Dickstein, Tom XXXII. Warszawa 1929—1930, Sklad gtéwny
w ksiggarni Gebethnera i Wolifa.

Tresé zeszytu 1: M, Kamienski Dalekomierz lodowy o piono-
wej bazie. (Str. 35, rys. 8) — W, Lorey. Rola matematyki ubezpie-
czeniowej wewnatrz wiedzy i praktyki ubezpieczes, (Str, 24) — 8.
Steckel. O zbieznosci pewnego algorytmu nieskoficzonego, (Str, 9.) —
W, Gorczyfiski. O pierwszej konferencji miedzynarodowej w spra-
wie ozonu i jego absorbcji. (Str. 4.)

Tres¢ zeszytu 2: E. Stamm. O metodach.rachowania, (Str. 17) —
A Walfisz Referat o ,Odczytach z teorji liczb” E. Landaua. (Str.
58.) — E. Arendt. Zastosowanie teorji Natansona i Smoluchowskiego
do wyprowadzenia niektérych wzordw kinetycznej teorji gazow, (Str, 7.)
— Komunjkaty. Przeglad literatury. Notatki bibljograficzne,

= MATHESIS POLSKA, czasopismo poéwigcone naukom §cislym
i ich metodologji, wydawane przez Stanistawa Warhaftmana. Tom V.
Rok 5. Nr, 9—10. 1930. Str. 171—218 i spis rzeczy tomu V,

Treéé: E. Rybka. Rozkiad gwiazd i integralnego blasku w groma-
dzie kulistej Messier 3.— E. Stenz Ksztalt sklepienia niebieskiego we-

diug badat M. Ernsta. — S. Szczeniowski, Wzglednosciowa me-
chanika falowa wedlug Diraca (dokoriczenie). — Notatki. — Bibljo-
grafja. — Zadania,

= MATHESIS POLSKA, czasopismo po§wigcone naukom $cistym
i ich metodologji, wydawane przez Stanistawa Warhafimana Tom
VI. Rok 6, Nr. 1—2. Str, 1—42,

Tresé: E. Poznadiskii A, Wundheiler, Rola pojecia koin-
cydencji przy rewizji podstaw fizyki, — Notatki, — Kronika, — Bi.
bljografja. — Zadania. — Kurjoza.
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— URANJA, czasopismo Polskiego Tow. Przyjaciét Astronomji.
Pod redakcja Dr. Lucjana Orkisza i Dr. Eugenjusza Rybki
Dodatek do ,Mathesis Polskiej”. Rok 10. Nr. 1, Str. 1—22,

Tresé: W, Opolski, Mglawice pozagalaktyczne. — Kronika, —
Bibljografja.

= CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY. Re-
diguje Bohumil BydzZovsky Vydéva Jednota Ceskoslovenskych
Matematikii a Fysikti, (PRAHA II, Hoplenstckova 9.). Rocnik LIX.
W Praze, 1929-30. — Str. 284,

s 1(\Wychodzi 4 zeszyty rocznie. Do ,Casopisu’ zalaczony jest do-
atek:

= PRILOHA DIDAKTICKO - METODICKA. Rediguje Jarosldv
Friedrich Roénik V, 1i929-30. — Str. 56.

Cislo 1—2: V. Petr#ilka. Opis aparatury do budzenia bardzo
krotkich nietlumionych fal elektromagnetycznych, — F, Ondrak. Za-
dania slowne, zwlaszcza arytmetyczne, w nauczaniu matematycznem. —
J. Vaviinec. Mniej tablicy i mniej kredy! — J. Soler. O demon-
strowaniu elektrycznosei tarcia. — Dr. V. Stech. O dogwiadczeniu
Melde'go, — Dr. L, Seifert. O rzutowaniu na jedng plaszczyzne
rzutéw. — Drobiazgi, — 7 literatury.

Cislo 3: Dr. F. Pietsch, Mierzenie samoindukcji cewki bez
rdzenia zelaznego, — Ing. F. Cisaf. Kinematografja przy nauczaniu
matematyki, — B. Matas, Rzutowanie na jedna plaszczyzneg rzutdw.
(Przyczynek do dyskusji). — J. Macha¢. O przygotowaniu prac
w pracowni fizykalnej. — Dr. VL. Rysavy. Uwagi o skroconem mno-
zeniu, — Drobiazgi, — Z literatury.

Dla uczniéw szkol srednich wychodzi czasopismo:

— ROZHLEDY MATEMATICKO - PRIRODOVEDECK® . Prilohy

k Casopisu pro Péstoviani Matematiky pro studujici Skol stfednich.
Rediguje Dr. Vladimir Ry§avy. Roctnik IX. W Praze. 1929-30, —
Str. 180.

Cislo 1: Dr. K. Koutsky. O rozkladzie liczb na cztery kwa-
draty. — Dr. J. Schuster. Przyczynek do geometrji czworokatéw, —
R. Hrudic¢ka, Poczatki mierzenia cisnienia barometrycznego w Cze-
chach, — Dr. V. Petrzilka. Mierzenie samoindukcyj, pojemnosci
i wzajemnych indukcyj, — Zadania konkursowe z matematyki i z fi-
zyki, — Bibljografja.

Cislo 2: V1. KuéCera. Przyczynek do rozwiazania réwnania
ab(e® '+ b°) = cd(c® + d?). — Dr. J. Schuster, Elementarne wy-

prowadzenie newtonowskiego potencjalu kulii — K. Redner. Mode-
rator tantalowy., — Dr. A, Dittrich., Tebanskie tabele gwiazd go-
dzinowych, — B, Kaufman. Konstrukcja elipsy zapomoca $érednic

sprzezonych, — Przeglad.

Cislo 3—4: Dr. K. Koutsky. Rozwiazanie rownania dwumien-
nego i konstrukeja wielokatéw foremnych, wpisanych w kolo. — Dr.
K, Koutsky. O powinowactwie kolowem, — D. A, Vondracek
Cyklografja i jej zastosowanie, — J. Fischer, Mechanika falowa, —
M. Hlavacek O jednoczesnoscii — Dr. R. Plajner. Mierzenie
wlasnosci magnetycznych zelaza metoda toroidu i galwanometru bali-
stycznego. — M, Vanicek O czuloéci galwanometru, — Rozwigzania
zadan z matematyki i z fizyki, — Przeglad.

= KALENDARZ | ASTRONOMICZNY | Polskiego Towarzystwa
Przyjaciol Astronomiji | na rok | 1931 | Wydawnictwa | rok piaty | Warszawa
Sktad Gléwny w Kasie im. J, Mianowskiego | Nowy Swiat 72 — Palac
Staszica | 1931.
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For. 24 < 17. Str. 4°+ 48, Cena zl 5.—.
) Czgé¢ 11 (stala) Kalendarza, wydana w roku 1929, jest do nabycia
jako oddzielna odbitka w cenie 2,50 zt za egzemplarz.
= THEORIE MATHEMATIQUE DES ASSURANCES | par | Henri
Galbrun | Docteur és sciences | Actuaire de la Banque de Paris et des
Fays-Bas | Librairie Armam_i Colin | 103, Boulevard Saint-Michel, Paris | 1931
W nagiéwku: Collection Armand Colin (Section de Mathématiques).
For. 17 X 101. Str. 203. Cena ir. fr. 10,50

= Dr. Eugenjusz R ybka | CWICZENIA Z GLOBUSEM | ZIEMSKIM
w szkole éredniej | Z 4 ilustracjami i 1 tablica astronomiczna | | Lwéw—
Warszawa—Krakéw | Wydawnictwo Zakladu Narod. im. Ossolisskich | 1928
= W nagléwku: Wydawnictwo Pracowni Geograficznej Ministerstwa Wy-
znai | Religijnych i O$wiecenia Publ. dla nauczycieli szkét érednich | ped
redakcja wizytatora Dr. W. Jezierskiego

For. 16 X 12, Str. 35 4+ 19 rys. 4.

= Dr. Witold Rybczynski | REPETYTORJUM | MATEMATYKI
W ZADANIAQH | dla uczniéw gimnazjum wyzszego | w szczegélnosci do
uzytku abiturjentéw || Ksiaznica-Atlas || Lwéw—Warszawa | 1931

For. 22!, > 15. Sir. 115 4+ 1% Cena zt. ..

= Wincenty Lewicki | II| RACHUNKI| dla drugieso oddzialu
szkol powszechnych || Cena 2 zl | Lwéw 1931 | Nakladem Panstwowego
Wydawnictwa Ksiazek Szkolnych | w Kuratorjum Okregu Szkolnego
Lwowskiego.

For. 23 X 15. Str. 128, z rys. Cena zt 2—

KRONIKA.

= DRUGI ZJAZD MATEMATYKOW POLSKICH. Drugi Zjazd
Matematykéw Polskich odbedzie sie w Wilnie w dniach od 23 do 26
wrzesnia r, b, staraniem Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Podczas Zjazdu odbywaé sie beda ogdlne posiedzenia naukowe z od-
czytami oraz posiedzenia sekcyj z komunikatami i dyskusja.

I. Logika. Podstawy matematyki.

II. Teorja mnogosci. Topolodgja. Teorja funkeyj rzeczywistych

ITI, Arytmetyka. Algebra. Analiza.

IV. Geometrja,

V. Fizyka matematyczna. Astronomja. Matematyka stosowana.

VI. Dydaktyka. Historja matematyki,

_ Uczestnicy Zjazdu dziela sie na czynnych i towarzyszacych, Uczest-
nicy czynni moga wyglaszaé¢ komunikaty naukowe na posiedzeniach sek-
cyj oraz bra¢ czynny udzial w dyskusjach i obradach Zjazdu, Wszyscy
j*;Zlclze‘sitnicy moga bra¢ udzial w posiedzeniach, przyjeciach i wycieczkach
Zjazdu.

ZapowiedZ uczestnictwa nalezy zawezasu przestaé pod adresem Ko-
mifetu Organizacyjnego i jednoczesnie wplacié na konto P. K. O. Nr.
45 772 (Prof. Kazimierz Jantzen, Zakretowa 15, Wilno) 15 zlotych od
kazdego krajowego uczestnika czynnego i 10 zlotych od uczestnika to-
warzyszacego.

Uczestnicy Zyczacy sobie wyslosi¢ komunikaty proszeni sa o wy-
pelnienie kartek tematowych i nadeslanie ich przed 20 czerwca, Na kaz-
dy komunikat przeznaczony bedzie w programie 20 minut. Komunikaty
moga by¢ wyglaszane po polsku lub w jednym z jezykéw przyjetych na
migdzynarodowych kongresach matematycznych. Tematy zgloszonych
komunikatéw zostana ogloszone drukiem w programie szczegélowym, Lkté-
ry bedzie rozdany przed otwarciem Zjazdu,
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Uczestnicy krajowi beda mogli korzystaé z 50% znizki kolejowej
w drodze powrotnej na podstawie kart uczestnictwa, kiére beda wyda-
wane podczas Zjazdu. )

W dniach od 22 do 26 wrzesnia czynne beda biura informacyjne na
dworcu i w gmachu glownym Uniwersytetu, Uczestnicy Zjazdu mogs za-
mawiaé, za posrednictwem Komitetu Organizacyjnego, pomieszczenia
w hotelach, pensjonatach, mieszkaniach prywatnych i w bursie akademic-
kiej. Utrzymanie w pensjonacie kosztuje 6 zlotych dziennie od osoby,

Dalsze zawiadomienia i program tymczasowy Zjazdu zostana roze-
stane wszystkim, ktérzy nadeéla zgloszenia uczestnictwa,

KOMITET ORGANIZACYJNY:
Przewodniczacy Wiktor Staniewicz.
Zastepcy przewodniczacego: Juljusz Rudnicki, Wiadystaw Dziewulski.
Sekretarz Stefan Kempisty. Skarbnik Kazimierz Jantzen.

Referent program. Anfoni Zygmund. Gospodarz Stan. Krystyn Zaremba.
Czlonkowie: Waclaw Dziewulski, Jézef Patkowski, Jan Weyssenhoif.

ADRES KOMITETU ORGANIZACYJNEGO:

Seminarjum Matematyczne Uniwersytetu Stefana Batorego, Zamkowa 11,
Wilno.

— KURSY WAKACYJNE W ROKU 1930. W ciagu wakacyj r. b.
odbyly sie nastepujace kursy wakacyjne dla kwalifikowanych nauczy-
cieli szké! powszechnych:

Miejscowosé Temat cl?i::;e Prelegenci
Nowy Sacz Matem,. 44 ! Antoni Krawczyk (Krakow)
{fokr, krak.) Stanislaw Zakrocki (Krakéw)
Lublin Fizyko- | 100 |Konstanty Chomiczuk (Lublin)
{okr. lubelski) mat. Jozef Bogucki (Lublin)
Dr. Kazimierz Frycz (Lublin)
Alojzy Szubartowski (Szczebrzeszyn)
Brody Fizyko- 44 | Dr. Arnold Freilich (Lwow)
(okr. Iwowski) mat. Jan Zbiegieri (Lwow)
Brzeéé¢ n/B. Fizyko- 35 |Leonard Kléskowski (Poznas)
{okr. poleski) mal. Kazimierz Chmielewski (Stonim)
Grudziadz Fizyko- | 37 |Adoli Ojak (Grudziadz)
fokr, pomorski) | chem. Konstanty Parzych (Grudziadz)
Juljan Zelek {Grudziadz)
Wolsztyn Fizyko- 39 | Dr. Karol Adwentowski (Wolsztyn)
fokr. pozn)} mat. Marjan Wegrzynowicz (Poznan)
Warszawa Fizyko- 55 | Lucjan Paczéski (Warszawa)
[okr, warsz.) chem, Jarostaw Chelminski (Warszawa)
Mieczystaw Ciesluk (Grodno)
Leon Gapinski (Poznan)
Witold Lubbé (Warszawa
Krzemieniec Fizyko- 34 | Stanistaw Kemp{-Sokorski (Krzem.)
{okr. wolynski) mat. Zdzistaw Zaremba (Krzemieniec.)
Grodno Fizyko- 17 | P. Halfter {Grodno).
Z.P.NS P mat.
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— KURSY WAKACYJNE DLA NAUCZYCIELI SZKOL PO-
WSZECHNYCH, Wzorem lat ubieglych Ministerstwo W. R. i O, P. orga-
nizuje w biezgcym roku liczne kursy wakacyjne dla wykwalilikowanych
nauczycieli szkél powszechnych,

WARSZAWA, — Wakacyjne Ognisko Fizyko-Matematyczne. —
W. K. N. — Tematy sa obliczone na 60 godzin pracy na kursie. Ze
wzgledéw organizacyjnych utworzone beda dwie grupy tematéw M i N.

Grupa M,

1, Nauka o cieple (Temperatura, Iloéé ciepta. Zmiany stanu sku-
pienia, Mechaniczny réwnowaznik ciepla. Maszyny kaloryczne, prze-
noszenie energji cieplnej. Meteorologija.)

2. Nauka o pradzie elektrycznym (galwanicznym i indukeyi-

nym), — Materjal laboratoryjny na poziomie szkoly powszechnej.
3. Nauka o pradzie elekirycznym (o chemicznem, cieplnem i ma-
gnetycznem dziataniu pradu). — Temat ten jest przeznaczony tylko dla

tych, ktérzy opracowali na kursie temat Nr, 2, z uwzglednieniem wyma-
dan, stawianych eksternistom W. K. N,

4, Przygotowanie ¢wiczen praktycznych z fizyki w zakresie pro-
gramu szkoly powszechnej i tworzenie pracowni propedeutycznej w za-
kresie fizyki.

5, O dzialaniach arytmetycznych. Definicja i wlasnosci dzialan na
liczbach naturalnych. Rozszerzenie pojecia tych dzialai na liczby bez-
wzgledne (ulamkowe i niewymierne). Dzialania na liczbach rzeczywi-

stych wzglednych. W miare rozwazan — przeglad i uzasadnienie dzia-
lat arytmetycznych wedlug programu wyiszych oddzialéw szkoly po-
wszechnej.

Grupa N,

6. Tlenowa teorja spalania w powietrzu, rdzewienie i oddychanie,
synteza substancyj organicznych w roélinie.

7. Przygotowanie éwiczen praktycznych z chemji w zakresie pro-
gramu szkoly powszechnej i tworzenie pracowni,

8. Idea stopniowego rozszerzenia zakresu pojecia liczby z uwaga-
mi metodycznemi do programu arytmetyki w szkole powszechnej,

9. Metody przedstawienia utworéw przestrzennych na plaszczyznie
(rzutowanie prostopadle i ukosne).

Stuchacz moie wybraé sobie z kaidej grupy tylko jeden temat.
Dwéch tematéw z tej samej grupy fqczyé nie naleiy.

MYSLENICE (okr, krak.). — Fizyko-matematyczny. — Nauka
o pradzie elektrycznym (galwanicznym i indukcyjnym), — Metody roz-
wiazywania zagadnien algebraicznych. — W. K. N.

LUBLIN (okr, lubel.). — Fizyko-malematyczny. — Cwiczenia prak-
tyczne z fizyki w zakresie programu szkoly powszechnej, — Teorja mie-
rzenia wielkodci geometrycznych. Teorja liczb niewymiernych. Odcin-
ki proporcjonalne, Nauka o wielomianach, Elementarne metody roz-
wigzywania réwnan z jedna niewiadoma, — W, K. N,

BRODY (okr. lwow.). — Fizyko-matematyczny. — Tematy jak Nr.
1 i 9 dla Ogniska Warszawskiego. Kurs przeznaczony przedewszystkiem
dla nauczycielstwa, prowadzgcego nauke matematyki i fizyki w wyi-
szych oddziafach szkoly powszechnej. — W. K. N.

LWOW (okr. lwow.). — Georgaficzno-fizyczny. — Rozwazania,
wprowadzajace w teorje elektrycznosci, Elektroliza, Prad polaryza-
cyjny. Prad elekiryczny w gazach rozrzedzonych, promienie katodowe,
kanalowe i Roentgena., Zasady teorji jonéw. Jonizacja gazéw i par.
Zasady teorji elektronéw., — Wybrane zagadnienia z Lkosmografji, —
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Zwiedzanie elektrowni i obserwatorjum astronomicznego. — Kurs prze-
znaczony dla stuchaczy, kidrzy ukoriczyli grupe geogr.-przyr. W. K. N.
lub zdali odpowiedniq cze$é egzaminu z W. K. N.

LWOW (okr. lwow.). — Radjotechniczny. — Zasadnicze wiado-
mosdci z elektrotechniki. Fale elektromagnetyczne. Nadawcze stacie
radjotelegraficzne iskrowe., Odbiér fal gasnacych. Systemy radjotele-
graficzne, dajace fale niegasnagce. Lampy katodowe. Radjotelefonja
i radjofonja. Odbiorniki lampowe. Cwiczenia pomiarowe i montazowe.
— Zajecia praktyczne w pracowni radjotechnicznej.

BRZESC nad Bugiem (okr. poleski), — Fizyko-matematyczny. —
Pola grawitacyjne, elektryczne, magnetyczne i elektromagnetyczne.
Energja promienista i jej przejawy, — O dzialaniach arytmetycznych,
Definicje i wlasnosci dzialan na liczbach naturalnych. Rozszerzenie
pojecia tych dzialan na liczby bezwzgledne (ulamkowe i niewymierne)
oraz na liczby wzgledne. Zasada zachowania formalnych wilasnosci dzia-
tan, — W. K. N,

LESZNO (okr. pozn.). — Fizyko-chemiczny. — Tematy jak Nr, 4
i 7 dla Ogniska w Warszawie. — Kurs przeznaczony dla nauczycieli, od-
czuwajqcych zasadnicze braki w przygotowaniu. — W. K. N.

Wszystkie zacytowane kursy odbeds sie w pierwszym terminie (od
2 lipca do 30 lipca). — Kursy, znaczone literami W. K. N., zawieraja
fragmenty programu Wyzszego Kursu Nauczycielskiego,

= KURSY WAKACYJNE DLA NAUCZYCIELI SZKOL S$SRED-
NICH. W czasie wakacyj roku 1931 Ministerstwo W, R, i O, P, organi-
zuje kursy wakacyjne dla nauczycieli matematyki i fizyki w szkolach
$rednich ogélno-ksztalcacych i zaldadach ksztalcenia nauczycieli,

NOWY TARG (okr. krak.) — w terminie od 6 do 30 lipca r, b.
odbedzie sie kurs matematyczny pod kierownictwem naukowem Prof, Dr.
Stefana Straszewicza. Temat zasadniczy programu: zagadnienia
geomelryczne.

1. Doc, Dr. O. Nikodym. Geometrja wykresina . 24 dodaz.
2. Prof. Dr. 8. Mazurkiewicz Wybrane zagadnie-

nia z topologji . . . . . . ., . Sl ey g o 12 godez.
3. Prof. Dr. 8. Straszewicz Zarys geometrji rzu-

F T T A R I Nt D B o 20 godz.
4. Proi. Dr. 8. Straszewicz Konferencje ze slu-

chaczami w zwiqzhy z wykladami . . e L e 1 6 godz.
5. Doc. Dr. A, Tarski. Geometrja elementarna (roz-

dzialy wybrane} VAT e S R 24 godz.
6, Prol. Dr. K. Ajdukiewicz, Geometrja a do-

Swiadczenie S Meat 5 RN o 0 Resew g 6 godz,
7. Instruktor min, B, Bielecki. Rola nquczenia ma-

tematyki w wychowaniu obywatelsko-paristwowem 2 godz.
8. Wizytator min, Z. Szulczydski. Z zagadnier psy-

chologji wychowawezej . . . 4 godz,

Uwaga. Sprawozdanie z zeszlorocznego kursu matematycznego
w Pucku bylo podane w Parametrze Nr, 6,

WARSZAWA — w terminie od 6 do 30 lipca odbedzie sie kurs
fizyczny pod kierownictwem naukowem Prof. Dr. S. Piefikowskie-
go. Temat zasadniczy programu: promieniofwdrczosé.
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L Dr, 8. Szczeniowski. Rozwdj feorji hwantow.

Idee" mechaniki falowel<: v % . 5 s a e e s B godz,
€. Prof. Dr. S. Pienkowski. Wspéfczesna optyka
czgsfeczek i ich budowa vosod Nosne v ove @ v ow w8 w8 pgodzs
3. Prof. Dr. S, Piefikowski, Promienie Roentgena 8 godz,
4. Dr. C. Pawlowski. Promieniotwérczosé i jej za-
gadtiienia wapalezesne: o i i S b n o e e b v ow dugodz;
5. Dr. W. Kapus$cinski. Budowa afomu a ublad
perjodyczny pierwiastkéw . . . . . . . . . . . . . 4 godz.
6. Prof. Dr. S, Ziemecki., Zagadnienia =z fizyki
wspélczesnej, nadajgee sie dla kursu fizyki w szhole | 3 godz.
Pracownie (w podziale czlonkéw na grupy):
1) Promieniotwérezosé . . . . . . . . . . 12 godz.
2)Bromiemiel MR s et L L 6 godz.
3)4@ptykad S Sl e U A L 16 godaz.
4) Elekiryczno$é ame e T e - S 17 godz,
1. Wychowanie obywatelsho-paristwowe na podstawie
wykladania fizyki A e R 2 godz.
8. Z zagadnieri psychologji wychowawezej . . . , 4 godz.

(Prelegenci beda ogloszeni osobno).

PLOCK — w terminic od 3 do 30 lipca r, b, odbedzie si¢ Lurs
fizyko-matematyczny: metody laboratoryjne w nauczaniu fizyki i chemii.
Wyktadajacy: Jan Pniewski, instruktor ministerjalny, i Teofil

zarniecki, nauczyciel pafistwoweso seminarjum nauczycielskiego
w Bialymstoku. Kurs jest przeznaczony wylqcznie dla nauczycielsfwe
zakladéw ksztalcenia nauczycieli. Celem kursu bedzie dokladne zazna-
jomienie uczestnikéw z programem i metoda nauczania fizyki i chemji
w seminarjach nauczycielskich oraz opanowanie techniki przydotowania
i przeprowadzenia éwiczen uczniowskich i pokazéw,

Program pracy:

a) éwiczenia wlasnorgczne uczestnikéw kursu w zakresie programu
seminarjum;

b) konferencje i dyskusje;

¢} organizacja i urzadzenie pracowni fizyko-chemicznej;

d) lektura nauczyciela i ucznia:

e) zaznajomienie uczestnikéw kursu z réznemi typami przyrzadéw
fizycznych.

KACIK BEZ TYTULU.

Co to jest weksel?

— Prosze mi wytlumaczyé w kilku stowach, co to jest
weksel,

— Weksel? Rzecz bardzo prosta. Przypusémy, ze pan mnie
pozyczyl 1000 frankéw, a ja panu wydalem weksel z terminem
trzymiesiecznym. Oznacza to, Ze w ciagu trzech miesiecy nie
ma pan prawa, — ale pan rozumie, — nie ma pan najmniejszego
prawa zada¢ ode mnie gotéowki. No, a po trzech miesiacach,
kiedy uplynie termin weksla, bedzie pan mial prawo dopominaé
si¢ pieniedzy chociazby codziennie...

(Satyricon, Paris.)
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ROZWIAZANIA ZADAN.,

Nr. 79. Ukled réwnart, Dany jest uklad réwnan

1) bl yti—

(2) x +y =b

Podaé¢ rozwiazania oraz zbadaé liczbe rozwiazan w zaleznoici od da-
nych a i b

. Rozwiazanie analityczne dane bylo w poprzednim zeszy-
cie, Teraz dajemy jego interpretacje graficzna,

Interpretacja geometryczna. Przy a > 0 réwnanie (1)
wyznacza w prostokatnym ukladzie wspélrzednych linje krzywa zamknieta
takiej postaci, jak to przedstawiono na wykresie. Rdéwnanie (2) wyznacza
linje prosta. Obie te linje maja o$
symetrji y = x. — Prosta (2) jest

S styczng do krzywej (1) w punkcie
/ (+ 1, + & b) albo w punkcie

=45 — +b), jezeli zachodzi

réwnosé (5 b)t + (1 6)* = a czyli
b = a. — W przypadku, gdy

2 +b" > a, prosta (2) nie przecina
krzywej (1). — Wreszcie w przy-
padku, gdy +b* < a, prosta (2)
przecina krzywa (1) w dwoch punk-
tach, polozonych symetrycznie wzgle-
dem osi y = x, t. zn. w takich
dwéch punktach, ze odcigta jednego

| z nich jest réwna rzednej drugiego
i odwrotnie.
W przypadku, gdy a = 0, réwnaniu (1) odpowiada jedyny punkt

(0, 0). Prosta (2] przechodzi przez ten punkt tylko pod warunkiem, ze

b = 0, i wtedy uklad ma rozwiazanie (x = 0, y = 0).

Wreszcie w przypadku, ¢dy a < 0, niema punkiéw, odpowiadajacych
réwnaniu (1), A M. R

y

AT

Nr. 84. Réwnanie ze znokami bezwzglednej warfodci. Wyznaczyé
zbiér punktéw (x, y), okreslony przez réwnanie
P - —y — —_—x — —3=0.
|2y —x—1][+|2x—y—1]+]5 vl A’M‘}g‘
Rozwigzanie. Zestawiajac rownanie
[2y —x— 1|+ |2x —y—1|+]|5—x—y]=3.
z latwo sprawdzalna tozsamoscia
(2y —x—1)+(2x—y— 1)+ [(5—x—y]=3
dochodzimy do wniosku, ie wszystkie wielomiany (ujete w nawiasy) muszg
mie¢ wartoéci nieujemne;

(a) 2y —x—1 >0
ib) 2% oy T il
(c) 5 —x—y>0

Wyznaczmy na plaszezyinie XOY zbiory punktéw (x, y), ktére spel-
niaja warunki (a), (b), (c).
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Prosta BC odpowiada réwnaniu
Y 2y —x—1=0,y =1Yx+ s
Wszystkie punkty, spelniajace waru-
nek (a), leza badz na prostej BC,
badi na tej poélplaszezyznie, na
ktérej lezy punkt A, gdyz w obu
tych przypadkach i tylko w tych
przypadkach  zachodzi  zwiazek
¥y 2> Y x + Y
Podobnie prosta CA odpowiada
rownaniu 2x — y — 1 = 0. Pun-
kty, spelniajace warunek y < 2x —
1, leza badZ na prostej CA, badz
po tej stronie, po kitérej lezy
punkt B.

Wreszcie prosta AB odpowiada réwnaniu 5 — x — y = 0. Punkty
spelniajace warunek y <{ — x + 5, leza badZ na prostej AB, badZ po
tej stronie, gdzie lezy punkt C.

Aby wszystkie warunki (a), (b}, (c) byly spelnione, punkt (x, ¥) musi
by¢ wzigty z obwodu albo z wnetrza trojkata ABC,

Jozef Andruszhiw (Kety).

0 X

ZADANIA.

ZADANIA O WIELOKATACH.

Nr. 197. — Wykaza¢, ze kazdy wielokat posiada co najmniej trzy
katy mniejsze od kata poéipelnego. S. 8. (Warszawa).

Za rozwigzanie 5 punktéw.

Nr. 198, — Wyznaczyé, jaka moze byé najwieksza liczba katow
ostrych w n-kacie, gdzie n jest dang liczby naturalnej, niemniejsza od 3.
Poda¢ metode budowy takiego n-kata, ktéryby mial najwicksza mozliwag
liczbe katéw ostrych, A M, R,

Za rozwiqzanie 12 punkicw.

Nr. 199. — Wyznaczyé, jaka moze byé najwieksza liczba katéw
astrych w n-kacie wypukiym, gdzie n jest dang liczba naturalna,
Za rozwigzanie 3 punkty. A M. R

ZADANIA Z ROZNYCH DZIALOW.

Nr, 200. Czworoboki skosne. Dowiesé, ze dwa czworoboki skoéne
o bokach odpowiednio roéwnoleglych i jednakowo ulozonych sg podobne.
Za rozwiazanie 5 punkiow. S. K. (Warszawa).

Nr. 201. Podzielno$¢ liczb. Jezeli p jest liczba naturalna niepo-
dzielna przez 5, to p* + 3p* — 4 jest podzielne przez 50.
Za rozwiaqzanie 4 punkty. W. W. (Warszawa).

Nr. 202, Sumowanie szeregu, Obliczy¢é sume n wyrazéow szeregu
21732t 3o e 1)
Za rozwiazanie 4 punkty. W. W. (Warszawa).
Nr. 203, Uklad réwnari. Rozwiazaé i przedyskutowaé liczbe rozwia-
zaf ukladu

x—ay + d'z — a* = 0,

x — by + bz — b =0,

X —cy+ et —c* =0

Za pelne rozwiqzanie 15 punkiféw. (Baccalauréat).
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REPERTORIO
(scripto in lingua Peano)

Adressa: A, M, Rusiecki, Redactore de ,Parametr”
VARSAVIA, ul. Koszykowa 31 — 5. POLONIA,

Fasciculo 4 — 5 de tomo 2 contine:

DISSERTATIONES,

D-na Dr, Ludovica Jelenska praesenta érticulo',,Enodaiioneblde
problemas” quasi correspondente ad articulo ,Innodatione de proble-
mas", dato in fasciculo 1 de currente tomo.

Auctrice analyza psychologico facie de enodatione de problemas
in modo synthetico et in modo analytico de solutione.

etico modo de solutione de problema instructore interroga:
,,Quallen esgm;firf;soquaesﬁone?“ Et magistro cognosce ,primo quaefh_g-
ne”, nam illo cognosce ,secundo quaestione, tertio quaestione i ., et ita
ad fine de solutione. Synthetico moda de solutione de problemas non
respecta psychologia de discipulo. ‘

In analytico modo de solutione de problema instructore_ipterroglia:
,.Quale es ultimo quaestione?” Tale interrogatione non fa;.cx 1§1a 50 u:
tione de problema, si id non produce orientatione dg discipu Dbil esse;
tia de problema. Instructore debe illumina essenfia d:ia prc:)1 ;{ma Pd;
respectivo inductione de discipulos. An.alyhco modo fe'ls'(t) itx ione o
problemas es difficile pro instructore, si id debe es facilitatione p

discipulos,
Applicatione de analytico modo non es necessario. Si homo adopta

i i M (i iculo 1), tunc prin-
ethodo de ,innodatione de problemas” (vide fascicu . D
l':?pale momento de solutione es creatione de formula pro solutione.

i de Gt QIOCutlone
D[SCIPU]OS debe pel’gl ede trlpio itinere: COﬂCepthne re
b lnde hbet tate CIB

in i i tione
centrato in ipso problema, — non in enumera 5
mente, que permitte ad meliore inspectione de typo de problema,

D-na Dr. Romana Miller expone quaestiones pro soluhalne ut
problemas pro institutione. Problemas mathematico, que nos solve u;
currente vita, non habe specie de problemas scholare: antea q_uamd r;o
solve aliquo problema, nos debe institue ipso problema et :ie_qu_zrel a:l):
safficiente pro solutione de problema. Schgla debe instrue 1s}::11i>u osImn
cogitatione et de inquisitione de datos; habituale problemas scholare

tende ad ce fine.

i i ¢ i i blemas
D-no Stanislao Witeszczak describe solufione de prob
per methodo de consultatione in gruppas. Omne gruppa de d:scmpuloz
inquire solutione de problema. Post aliquo tempore gruppas pronﬁ%_
suo projectus de solutione de problema; post critica de errores et e
tione de meliore projectu seque solutione de problema,

D-na Maria Szablewska praesenta hora scholare pro _thema:
Introductione in divisione, dato numero de paries”.— Auctrice é‘l'm'tl_ngue
duo specie de divisione: divisione, dato valore de parfes, et divisione,
dato numero de partes. Distinctione de duo specie de divisione es in-
dispensabile in instructione elementare.

=]
(28]
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D-no Ing. Leonida Chrzczonowicz delibera de necessitate de
introductione de grandores dimensionale in instructione de mathematica.
Arithmetica scholare cognosce pondere (kilogramma), longore (metro),
tempore (hora, minuta, secunda), valore oeconomico (moneta), atque
arec (unitates quadratico) et volumine (unitates cubico), Calculos prac-
tico exigue etiam introductione de ,novo” grandores, ut p. e. celerifate
(cum unitates: kilometro pro hora et nodo navigationale), labere (ki-
logrammametro, kilowatthora, caloria) et effectivitate (horse - power,
watt).

Calculo cum grandores dimensionale es plus evidente quam calculo
per puro numeros. Introductione de grandores dimensionale es speciale
necessario in scholas professionale,

D-no Dr. Stephano Straszewicz analyza fres systema de con-
ditiones necessario ef sufficiente uf numeros o, b, c; A B C exprima
respectivo lateres et angulos de triangulo.

Auctore formuliza tres systema irreductibile: systema [ (1—4), sy-
stema I1 (1—4) et systema IIT (1—4}; vide ce systemas in pagdinas 96,
97 et 98. Ce systemas es aequivalente.

] Citata ex Praefatione ad Trigonometria Sphaerico de Johannes
Sniadecki (1817): De necessitate de fundamentale cognitione de ele-
mentfos de mathematica.

D-no Dr. Antoni Hoborski delibera de demonstratione apago-
gico in schola secundario. Demonstratione ,per reductione ad absurdo™
es plus facile quam demonstratione directo, nam id indica puncto de
initio.

Pro exemplo Auctore da demonstratione directo de duo theorema
pro circulo de Feuerbach et demonstratione apagogico de theore-
ma: omne numero habe non plus quam uno logarithmo.,

Post ce introductione Auctore analyza structura logico de demon-.
stratione apagogico, In fine Autore analyza quaestione: an omne de-
monsiratione apagogico es invertibile in demonstratione directo? Ce
quaestione non es soluto. Auctore puta, quod tale inversione es semper
possibile,

BIBLIOGRAPHIA,

D-no Stephano Kulczycki praesenta ad polono publico novo
libro pro amatores de mathematica: »wVon Zahlen und Figuren" de H.
Rademacher et O, Toeplitz.

D-no Vladislao Krasifiski in vasto articulo praesenta methodo
de individuale instructione de arithmetica secundo C. Washburne
(»Individual Arithmetic"),

CHRONICA: II Congressu de Mathematicos Polono, — Cursus ca-

niculare pro instructores de mathematica et physica in scholas elemen-
tare et secundario.

ANGULO SINE TITULO: Quid es cambio?
PROBLEMAS. ”
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ANNEXU PRO JUVENES.
Nr. 4—-5 de anno 1. contine:

Redactore A. M. Rusiecki da essentionale informationes de
lingua Peano (in duo textu parallele).
D-no Dr. Eugenio Rybka solve problema de recorde de plus du-

rativo volatu diurnale inter limines de Republica Polonia (problema da- -

to de Redactore in fasciculo Nr. 5 de anno 1930). Aéronavigatore de-
be incipe start in die de solstitio aestivale) in extremo puncto N E. de
Polonia — apud flumine Dvina — et debe atterriza in ipso die in extre-
mo puncte N. W. — apud mari Baltico. Toto volatu dura 18 hora 7 mi-
nuta, Nemine pote supera ce recorde, . ag
D-no Stephano Kulcz ycki analyza plus compacto dispositione
de acquale sphaeras in spafio et obtine unico tale dispositione: qt}a!nc!o
centros de proximu sphaeras, que continge aliquo sphgera, es d_1spos_1t10 in
vertices de 14-edro semiregulare de Archimede, circumscripte in da-

to sphaera. ) :
D-no Marco Katz discipulo de schola secundario, propone modi-
ficatione de solutione de aequatione de tertio gradu.

Sequente articulo da uno exiremale proprietate de ftriangulo —
secundo D-no L. Fejér.

ANGULO SINE TITULO: Mensura in oculo.
PROBLEMAS.,

Traductione de epistola in problema ,,Recorde non superabile® dato
in pagina 54 de annexu pro juvenes:

Caro Amico,
Redactore de ,,Perametr!

Cum vivo gaudio me accipe Tuo propositione.

Me projecta initio de volatu in loco mmenswmnn (in districtu
meemsswann de palafinaiu sueesweewens ), syb amweme de
latitudine ef mwmmuw de longitudine geographico, die ssmmam de
anno currenfe ad ®m® hora m @ minufa — in momenfo de oriu de sole.

Per tofo die me wvola in aére ef me non transvola super limines
de Republica Polonia.

Me atterriza in ipso die ad m®m hora wwm minuta in momento de
occasu de sole in loco msumwn (in disiriciu sesmssnassnn de
palatinaty uwesaanne ann), sybammenede lafifudine ef nausww
de longitudine.

Toto volatu dura ms hora ww minuta. In ce modo me instaura,
secundo Tuo conceptu, recorde de plus durativo volatu diurno in fines
de Republica Polonia — de orfu ad occasu de sole. Nemo in fuiuro
pote supera ce recorde.

Me jam fini ce epistola, quando veni ad meo mente idea fo in-
funde omne dato per incausto. Ipso Redacfore debe reconsirue ce da-
tos auf advoca Leclores de ,,Parametr'* ad succursu!

!

Vale et gaude! i) Gt Rl

aéronavigatore.

Dato in_ Varsavia, die 3 majo 1930.

Czcionkami Drukarni $w. Wojciecha w Poznaniu,

-
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trwalosci lotu dziennego wigranicach Rzeczypospolite] Polskiej. —
S. Kulczycki. O najszczelniejszem rozmieszczeniu rownych

kul w przestrzeni, — M, Katz. O nowym sposobie rozwiazy-
wania réwnan stopnia trzeciego. — O pewnej wlasnosci trojkata
spodkowego — wedlug Fejeéra. — Kacik bez tytulu. — Roz-
wigzania zadaf Nr. 141, 142, 143(1), 148 — 151, — Zadania
Nr. 188—196.

ANTONI MARJAN RUSIECKI (Warszawa).
Lingua Peano.

W  kosicu kazdego zeszytu
czasopisma Paramefr podajemy
jego tres¢ w jezyku miedzyna-
rodowym — Lingua Peano.

Czytelnicy czestokroé mnas za-
pytywali, co to za jezyk, tak
latwo zrozumialy, — czy to jest
Esperanto?

Udzielamy  odpowiedzi w
dwéch tekstach réwnoleglych:
w jezyku polskim i w jezyku
Pegno.

Imperjum Rzymskie wéréd
bogatej spuscizny  zostawito
skarb wielkiej wartosei — je-
zyk lacinski.

Lacina byla jezykiem mie-
dzynarodowym przez cale $red-
niowiecze, a w nauce dotrwa-
ta az do wieku XIX jako jezyk
uczonych.

In fine de omne fasciculo de
periodico Parametr nos da re-
pertorio in lingua internationale
— Lingua Peano.

Lectores interroga nos saepe,
quid es ce lingua tam facile in-
telligibile, — an ce es Espe-
ranto?

Nos communica responsu in
duo textu parallele: in lingua
polono et in lingua Peano.

Imperio Romano inter divite
hereditate relinque thesauro de
grave valore — lingua latino.

Latino es lingua internationa-
e per toto medio aevo, et in
scientia remane usque ad secu-
lo XIX ut lingua de scien-
tiatos.
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W nowszych czasach zaczyna
sie przewaga francuszczyzny ja-
ko jezyka dyplomatycznego,
jednak w traktacie wersalskim
(1919) jezyk francuski dzieli
juz 6w przywilej z angielskim.

W miare wygasania laciny
jako jezyka miedzynarodowego
uczeni i ludzie dobrej woli zaj-
mowali sie poszukiwaniem je-
zyka pomocniczego.

Wielu proponowalo odrodzi¢
lacine klasyczna. Inni radzili
przyja¢ jeden z jezykéw nowo-
zytnych za jezyk pomocniczy, np.
angielski, francuski albo whoski.

Kazdy z tych jezykow wyma-
ga uczenia sieg gramatyki, a w
szczegolnosci  skladni.  Znacz-
na trudnoéé polega na swoiste]
frazeclogji jezykow, ktora wy-
maga wieloletniego zzycia sig
z budowa jezyka.

Wielu usilowalo stworzyé je-
zyk sztuczny o prostej grama-
tyce i latwem stowotwérstwie.
Istnieje kilkaset projektow je-
zyka sztucznego.

W roku 1903 zostaly oglo-
szone rekopisy Leibniz'a
(1646—1716), w ktorych staw-
ny autor podaje mysli o budo-
wie jezyka pomocniczego: jezyk
ten winien przyjaé¢ stownik la-
cinski z uproszczona gramatyka.

Pod natchnieniem tych myéli
znakomity uczony matematyk
Prof. G. Peano zaczal ogla-
szaé swe rozprawy naukowe w
jezyku Latino sine flexione. Je-
zyk ten znany jest obecnie pod
nazwa Inferlingua; jednak wo-
bec istnienia wielu innych préb

In novo tempore incipe prae-
valentia de frangais ut lingua
diplomatico, tamen in tractatu
de Versailles (1919) Irangais
jam divide ce privilegio cum
english.

In modo de extinctione de la-
tino ut lingua internationale
scientiatos et homines de bono
voluntate occupa se pro inve-
stigatione de lingua auxiliare.

Plure propone revivifica lati-
no classico. Alios consilia ac-
cepta uno ex linguas moderno:
ut lingua auxiliare, p. e. en-
glish, frangais aut italiano.

Omne ce lingua exige studio
de grammatica et speciale de
syntaxi.  Grave impedimento
consiste in parculare phraseo-
logia de linguas, que exige plu-
re anno de accommodatione ad
structura de lingua.

Plure tenta de crea lingua
artificiale cum simplice gram-
matica et facile derivatione de
vocabulos. Exsiste plure cen-
tum projectu de lingua artifi-
ciale.

In anno 1903 es publicato
manuscriptos de Leibniz
(1646—1716), in que famoso-
auctore expone ideas de struc-
tura de lingua auxiliare: ce
lingua debe accepta vocabulario
latino cum grammatica simpli-
ficato.

Sub inspiratione de ce ideas
celebre scientiato mathematico
Prof. G. Peano incipe de pu~
blica suo dissertationes scien-
tifico in Latino sine flexione.
Ce lingua es moto nunc sub no-
mine Inferlingua; tamen per
causa de exsistentia de plure
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jezyka pomocniczego, sluszng
jest nazwa Lingua Peano we-
dlug nazwiska odkrywcy.
Zasady tego jezyka sa ge-
njalne w prostocie.
stownik — miedzynarodowy,
pisownia — lacifiska,
gramatyka - zadna.

alio proba de lingua auxiliare,
digno es nomine Lingua Peano
secundo nomine de inventore.
‘Principios de ce lingua es ge-
niale in simplicitate:

vocabulario — internationale,
orthographia — latino,
grammatica — nullo.

Vocabulario.

_ Wryrazy miedzynarodowe ma-
ja rozmaite pochodzenie.
Z jezyka arabskiego pochodza:

cofea, magazin, tara, fariffa, zenith, ciffra, algebra,

Z jezyka angielskiego:

Vocabulos internationale ha-
be diverso origine.
Ex lingua arabo ori:

Ex english:

dumping, budget, tramway, waggon, lift, club, tennis, sport, ...

Z jezyka wloskiego:

agio, bancarotta, cassa, finanza, valuta, firma, posta,

Podstawowy zapas wyrazéw
miedzynarodowych pochodzi ze
stownikéw ‘laciiskiego i grec-
kiego.

Prof. G. Peano opracowal
spis wyrazow lacifskich i grec-
kich, ktére zyskaly rozpo-
wszechnienie  miedzynarodowe
w postaci pierwiastkéw lub wy-
razéw pochodnych.

Tak powstal stownik liczacy
14 000 wyrazow. Dla sprawdze-
nia bada sie istnienie tych wy-
razéw nietylko w jezykach po-
chodzenia romanskiego, ale
rowniez w jezyku angielskim.

Zaszla potrzeba utrzymania
tylko 20 wyrazéow laciniskich
i greckich o mniejszem rozpo-
wszechnieniu w jezykach wspél-
czesnych,

Dzigki takiej budowie stowni-
ka, tekst napisany w Lingua
Peano jest latwo zrozumialy
dla kazdego czlowieka wy-
ksztalconego.

Ex italiano:

Copia fundamentale de voca-
bulos internationale ori ex vo-
cabularios latino et graeco.

Prof. G. Peano elabora in-
ventario de vocabulos latino et
graeco, que obtine diffusione
internationale in forma de radi-
ces vel vocabulos derivato.

Ita ori vocabulario que con-
tine 14000 vocabulo. Pro ve-
rificatione homo explora exsi-
stentia de ce vocabulos non
solo in linguas de origine ro-
mano, sed etiam in english.

Exsta necessitate de retine
solo 20 vocabulo latino et grae-
co cum minore diffusione in
linguas moderno.

Gratia ad tale constructione
de vocabulario, textu scripto
in Lingua Peano es facile in-
telligibile pro omne homine
culto.

—

-

—
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Orthographia.

Ksiega $wieta ma jednakowsa
nazwe w roznych jezykach, ale
niejednakows pisownie:

Libro sacro habe simile no-

mine in diverso linguas, tamen
habe dissimile orthographia:

biblja (polono), bibbia (italiano), bible (francais), bibel (teutico).

Lingua Peano przyjmuje pi-
sownie lacifiska, a wiec — bi-
blia.

Podobnie w przymiotnikach,
np.

Lingua Peano adopta ortho-
graphia latino, ergo — biblia.

Simile in adjectivos, p. e.

psichico (ital.), psychique (frang.), psychic (engl), psychisch
(teut.), psychico {Lingua Peano).

Jednolito§é pisowni nie jest
sprawg podstawowa: drobne
zmiany nie powodujg trudnodci
w zrozumieniu, np.

Uniformitate de orthographia

non es quaestione fundamenta-

le: parvo modificationes mnon

produce difficultate de inter-
pretatione, p. e.

auctore (latino), aufore (italiano), author (english),
ecstasi (graeco), extase (irangais), ekstaza (polono).

Obawa ,bledu” nie istnieje:
w razie niepewnoéci mozna pi-
saé¢ wedle whasnego gustu, np.

Non exsiste timiditate de
,serrore’; in casu de incertitu-
dine homo scribe secundo pro-
prio gustu:

exsistentia aut existentia, lithographia aut litografia,
charta aut carta, alcohol aut alcool, seculare aut saeculare,
cifra aut ciffra aut ciphra aut cyphra...

Grammatica.

Lingua Peano nie posiada
gramatyki.

Kazdy wyraz ma jedyna
postac.

Nie istnieje odmiana przez
przypadki: dla zaznaczenia sto-
sunkéw miedzy wyrazami uzy-
wa sie odpowiednich przyim-
kéw, np.

Lingua Peano non habe gram-
matica.

Omne vocabulo habe wunico
forma.

Non exsiste declinatione per
casus: pro insignatione de rela-
tiones inter vocabulos homo
ute correspondente praeposi-
tiones, p. e.

domo, de domo, ad domo. per domo, in domo, ab domo...

Dla zaznaczenia liczby mno-
giej w imionach uzywa sie kon-
cowki -s, np.

Pro insignatione de numero
plurale in nomines homo ute
finale -s, p. e.

domo, mappa, nocte, die, gradu, mare, verbo, thema, thesi,
domos, mappas, noctes, dies, gradus, mares, verbos, themas, thesis.
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Zaznaczanie liczby mnogiej

po liczebniku jest zbednem po-

wtdrzeniem, np.

Insignatione de plurale post
numerale es repititione inutile,
p. e

septem die, 1852 melro, plure vocabulo, ambo oculo.

Przymiotnik posiada zawsze
jednakows posta¢ bez rozréz-

nienia rodzaju i liczby, np.’

Adjectivo habe semper iden-
tico forma sine distinctione de
genere et numero, p. e.

Vita es unico, formas es variabile.

Czasownik ma jedyng postac
bez rozréinienia frybu, czasu

i osoby, np.

Verbo habe unico forma sine
distinctione de modo, tempore
et persona, p. e.

es, me es, fe es, illo es, illa es, id es, nos es, vos es, illos es,
illas es, etc.

W razie koniecznoéci zazna-
czenia czasu daje sie w tekécie
odpowiednia okoliczno$é, np.

In casu de necessitate de in-
signatione de ftempore homo
da in textu correspondente cir-
cumstantia, p. e.

Inferlingua es ufopia in praeterito, realitate in futuro.

Academia pro Interlingua.

W Turvynie istnieje Akademja
dla jezvka pomocniczego.

Kazdy zwolennik idei pomoc-
niczego jezyka miedzynarodo-
wego moze byé czlonkiem Aka-
demji.

Skiadka czlonkowska wynosi
10 frankéw roczniel}.

Kazdy  czionek Akademji
otrzymuje czasopismo ,,Schola
ef Vita”, organ Akademji.

Prosimy Czytelnikéw o zawia-
domienie, czy artykul o Lingua
Peano  wzbudzil  zaintereso-
wanie.

In Torino exsiste Academia
pro Interlingua.

Omne fautore de idea de lin-
gua auxiliare internationale po-
te es socio de Academia.

Quota de socio es 10 fr per
annao.

Omne socio de Academia re-
cipe periodico ,Schola et Vi-
ta", organo de Academia.

Nos preca Lectores de mitte
informatione, an articulo de
Lingua Peano incita interesse.

1) Adres skarbnika Akademiji — Adressa de Thesaurario de Academia:
Ing. G. Canesi, Via Costigliole, 1. TORINO, 105. ITALIA.
Adres czasopisma Akademji — Adressa de periodico de Academia:
.Schola ef Vita“. Via E. Pagliano, 46. MILANO, 137. ITALIA.
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DR. EUGENJUSZ RYBKA (Warszawa).

Rekord dlugotrwalosci lotu dziennego
w granicach Rzeczypospolitej Polskiej.

W zeszycie Nr. 5 Paramefra z roku 1930 ukazalo sie za-
proponowane przez A. M. Rusieckiego zadanie konkursowe,
zredagowane w postaci listu:

Drogi Przyjacielu,
Redaktorze ,Parametra*!
Z iywaq radoiciq przyjmuje Twojq propozycie.

Zamierzam wystarfowaé z miefscowosci swmumauwan W powiecie
Eeunws@sNw WOjewldziws mussunrmunw vod szerokosciq geo-
grr..rlecznq swsmun i dlugoiciq nmwane dnia pumssw 7. b. 0 go-
dzinie wm min. awm w momencie wschodu slorica. °

) Przez caly dzieri bede sie trzymal w powietrzu, nie przelatujge
ani razu poza granice Rreczypospolitej Polskiej.

g Wqud'ufq tegoi dnia o godzinie mw min. mm w momencie zachodu
sfonqz w miejscowosci nammmo W POWicCic sepEoBBR BB BB WO-
jewddztwa mewumsmemmma pod szerokoicic mwmmmnm i dlugoicig
ER&EENnM.

‘ Caly ften lot bedzie frwal ww godzin mw minuf. W fen sposéb
usfale, wedlug Twego pomysiu, rekord najbardziej dlugotrwalego lotu
dziennego w granicach Rzeczypospolitej Polskiej — od wschodu do za-
chodu slofica. Nikt w przysziosci nie bedzie mogl fego rekordu pobic.

Juz koriczylem ten list, gdy przyszia mi do glowy mysl zalania
atramenfem wszysthich danych. Niech je sobie Redakior sam odiworzy
albo wezwie Czytelnikéw ,,Parametra” do pomocy.

Bqd? zdréw i wesél!

(—) Jan Rawicz
pilot

Dan w Warszawie, dnia 3 maja 1930.

' Lotnik osiagnie rekord dlugotrwalosci lotu dziennego w gra-
mc.ach Rzeczypospolitej Polskiej, jezeli odbedzie lot w czasie
najdluzszego dnia, a wiec w dniu letniego stanowiska Slorica,
przyczem winien wystartowaé w miejscowoéci, w kitdrej w dniu
sta'nowmka letniego wystepuje w Rzeczypospolitej Polskiej,
na]wczeé.niej wschéd Storica, a wyladowaé w miejscowosci,
w ktérej w tym samym dniu zachéd Storica wypada najpéiniej.
Trasa lotu jest obojgtna, byle tylko lotnik nie przekraczal granic
Rzeczypospolitej i trzymal sie przez caly czas w powietrzu.
Prgc!koéé samolotu jest zupelnie dostateczna, aby lotnik mégt
w ciggu dnia letniego przelecieé od kranca do krafica Rzeczy-
pospolitej.

Odstep czasu od momentu startu do momentu ladowania da
re::kordowy czas najbardziej dlugotrwalego lotu dziennego w gra-
nicach Polski.
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Rozwigzanie zapomoca globusa geograficznego.

(W odniesieniu do Srodka Slorica i bez uwzglednienia refrakcji).

W dniu stanowiska letniego deklinacja Slofica wynosi
—+23,4°. W dniu tym miejscowosci, polozone na réwnolezniku
}-23,4° (czyli na zwrotniku Raka), maja Slofice w zenicie. Jezeli
nie uwzglednimy refrakcji, to linja graniczna miedzy dniem
i noca na kuli ziemskiej bedzie wielkie kolo, jakie otrzymamy,
gdy wyznaczymy punkty odlegle o tuk 90° od tego punktu, ktory
ma Slorice w zenicie.

Wycinamy pasek papieru i zaznaczamy na nim korice odcinka
o dlugoéci réownej éwierci obwodu globusa. Jeden Lkoniec tego
odcinka umiejscowimy szpilka w jakimkolwiek punkcie na zwrotniku
Raka, a w drugim koficu odcinka umieécimy oléwek i zakreslimy
nim na globusie wielkie kolo, ktére bedzie oddzielalo oéwietlona
czeéé plobu ziemskiego od czesci nieo§wietlonej.

Przesuwajac $rodek oswietlonej polkuli po zwrotniku Raka,
dobierzemy takie jego polozenie, aby zachodni brzeg wielkiego
kota, oddzielajacego na kuli ziemskiej dzied od nocy, dotykal
wschodniej granicy Rzeczypospolitej Polskiej, nigdzie nie przecho-
dzac przez jej terytorjum. Osiagniemy to, umieszczajac szpilke
w o punkcie szerokosci geograficznej 4-23,4° i dlugoéci geograticznej
1609E.1) Zetknigeie nastapi w poinocno-wschodniej WilefiszezyZnie
w powiecie braslawskim, w punkcie o0 szerokosci +-56° i dlugosci
28°F, — w tem miejscu, gdzie koryto Diwiny wygina sig na pol-
noc — wprost miasteczka Uscie, kolo Dryssy.

Réznica dlugoéci 1600 — 28° = 132° jest katem godzinnym
Stofica w chwili wschodu na poélnocno-wschodniej granicy po-
wiatu braslawskiego w dniu 22 czerwca. Kat ten moiemy
otrzymaé bezpo$rednio w mierze czasowej, © ile globus zaopa-
trzony jest w tarcze czasowa?). Kat godzinny i dtugosé geogra-
ficzna wyrazamy w mierze czasowej, pamietajac, ze 153° = 1%,
10 — 4m; mamy wige 132° — 8,8%; 28° — 1,94,

Stofice wzejdzie w wymienionej przed chwila miejscowosci
o godzinie 12» — 8,88 — 3,2t wedlug czasu miejscowego, czyli
o 2,3% czasu srodkowo-europejskiego. O tej wigc porze na-
stapié¢ ma start lotnika.

Przesuwajac dalej $rodek o$wietlonej pétkuli, po réwnolezniku
—423,4°, znajdziemy, e wschodni brzeg jej opuéci zachodnia gra-
nice Rzeczypospolitej Polskiej w powiecie morskim — w miejsco-
wosci Debek na brzegu Baltyku, — w punkcie o dtugosci 18° = 1,2*

1) Znak E oznacza: na wschéd od Greenwich.

2) Sposob obliczania katéw godzinnych na globusie oraz caly szereg
tatwych zadan astronomicznych wskazany zostal w broszurze autora
p. t. Cwiczenia z globusem ziemskim w szkole $redniej. Lwow—Warszawa—
Krakéw. Wydawnictwo Zakladu Narod, im. Ossolifiskich 1928, Str. 36.
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na wschéd od Greenwich i o szerokoéci geograficznej L 550,
Slofice w tym momencie znajdowaé sie bedzie w zenicie na
zwrotniku Raka w punkcie o dlugosci 112° — 7,58 na zachéd
od Greenwich. Slofice przeto zajdzie w wspomnianej miejsco-
wosci powiatu morskiego o godzinie 12 - 7,5 4 1,2k — 20,7k
czasu miejscowego, czyli o 20,5% czasu $rodkowo-europejskiego,
A wiec lot trwaé bedzie 18,2 godziny.

Uwzglednienie refrakcji oraz odniesienie momentéw wschodu
i zachodu do gérnej krawedzi Slorica.

Wschod i zachéd Storica odnosimy zwykle do gérnej kra-
wedzi Slofica, ktérej deklinacja w dniu 22 czerwca wynosi
-+ 23,7°. Wplyw refrakcji zaznacza sie w ten sposéb, ze praw-
dziwa odlegloé¢ zenmitalna gérnej krawedzi Slorica wynosi pod-
czas wschodu i zachodu nie 90°, ale 90,6°. W celu wiec roz-
wigzania naszego zadania, przesuwamy koniec odcinka na szpilce
po réwnoleiniku - 23,7%; dlugosé odcinka powickszamy tak, aby
stanowila nie 909, ale 90,6° wielkiego kola.

Rozwiazanie na mapie.

Przy rozwigzaniu dokladniejszem positkujemy sie Kalendarzem
Astronomicznym  Polskiego Towarzystwa Przyjaciél Asfronomji.
Kalendarz ten zawiera momenty wschodu i zachodu gérnej kra-
wedzi Stofica na kazdy dzien roku dla Warszawy z uwzglednie-
niem refrakcji, a na str. 26 mamy pomocnicza tablice do obli-
czania tych momentéw w innych miejscowosciach w Polsce.
Tablica zawiera poprawki, jakie nalezy po uwzglednieniu dhu-
gosci geograficznej doda¢ algebraicznie do chwili wschodu Stofica
w Warszawie lub odja¢ algebraicznie od chwili zachodu Stosca
w Warszawie, aby otrzymaé¢ te daty dla innych miejscowosci
o znanych wspéirzednych geograficznych. Dlugosé geograficzna
Warszawy wzgledem Greenwich wynosi 1% 24m na wschéd.

Z mapy widzimy, ze najdalej na wschéd wysunieta czegdcia
Polski jest pétnocno-wschodnia Wilefiszczyzna o dlugosci geogra-
ficznej okolo 28° — 1% 52m na wschoéd od Greenwich, czyli
o 28m na wschéd od Warszawy; szeroko&é geograficzna tej naj-
dalej na wschéd wysunietej czesci Polski polozona jest miedzy
55" 1 569,

W szerokosci geograficznej 55° Slofice wschodzi 22 czerwca
o 187 L AN wczeéniej, niz w Warszawie, gdzie A jest réznica
dlugosci geograficznej danej miejscowosci w stosunku do dlugosci
Warszawy, a 18m — jest to wzieta ze str. 26 kalendarza poprawka
na réinice szerokoéci geograficznych. Np. w punkcie o wspél-
rzednych ) — 1% 52m E, t = -} 55°, Slonice wschodzi 22 czerwca
0 28m |- 18m — 46m wczeéniej niz w Warszawie.

W celu rozwiazania naszego zadania znajdujemy na poludni-
kach 1% 48» E, 1k 52= E i 1k 56m E punkly, w ktérych Slofice
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wschodzi o 47m, 48, 49m 5Qm_ 5im | 52m wcezeéniej, niz w War-
szawie., Odpowiednie dane interpolujemy z tablicy na str. 26
Kalendarza Astronomicznego P.T. P. A. na r. 1931, W zalaczonej
tabelce podane zostaly szerokosci geograficzne, dla ktérych na
poludnikach o diugosci geograficznej ) Slofice wschodzi o T imi-
nut wczeéniej, niz w Warszawie.

Tablica 1.

i
R 10 48m 14 52m 14 56m

47 | 4 55043' | - 55000" | & 54034/

48 55 51 5517 54 43
49 56 00 55 26 54 51
50 56 09 55 34 55 00
51 56 17 55 43 55 09
52 56 26 55 51 6549

Kreélac na mapie na podstawie danych z tablicy 1 linje mo-
mentu jednoczesnego wschodu Slodca, znajdujemy, ze naj-
wezesniej w Rzeczypospolitej Polskiej Storice wschodzi 22 czerwea,
w powiecie braslawskim wojewédztwa wileniskiego — w miej-
scowosci o wspblrzednych A — 12 51,4m E, ¢ = | 5550, t. j. na
lewym brzegu Diwiny wprost Usécia (niedaleko od Dryssy). Slofice
wzejdzie tam o 51m wczeéniej niz w Warszawie, czyli o godzinie
2h 23m czasu $rodkowo-europejskiego. Zwrécié nalezy uwage, ze
najwczesniejszy wschéd Slofica w dnin 22 czerwca nastepuje nie
w najdalej na wschéd wysunietej czesci Polski (okolice Orzechowna
koto Dzisny), lecz na poélnoco-zachéd od tego miejsca. Wschod
Sloica dnia 22 czerwca nastepuje pod Usciem o 1 minute
wezeéniej, niz pod Orzechownem.

Tym samym sposobem, co dla wschodu Stonca, obliczamy
odpowiednia tabelke dla zachodu Storica.

Tablica 2.

1
14 08m h12m 1% 16m
\ 1 1

25m | - 53%40' | - 54017 | 4 54051/

26 53 50 54 26 55 00
27 54 00 54 34 55 09
28 54 09 54 43 55 17
29 54 17 54 51 55 26
30 54 26 55 00 55 34
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m 3™

Mapka do wyznaczenia miejsca iadowania.

Rzut oka na mape Polski odrazu nas doprowadzi do wniosku,
se Slonice poiniej zajdzie w pélnocno-zachodniej czesci powiatu
morskiego, niz w najdalszych zachodnich kresach woj. poznan-
skiego. Kreslac linje jednoczesnego zachodu Slosica, znajdujemy,
se na terenie Rzeczypospolitej Polskiej Storce zajdzie w daiu
22 czerwca najpéiniej na wybrzezu morskiem na péinocno-
zachodniej granicy z Niemcami. Wspélrzedne tej miejscowosci
sg: b = 18 123nE, @0 = +54°45'.  Zachod Slofica nastgpi tam

307 29728"21"26™
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Mapka do wyznaczenia miejsca startu.

o 29 minut pézniej niz w Warszawie, t. j. o godzinie 2030 czasu
$rodkowo-europejskiego.

Poniewaz start ma nastapi¢ o godzinie 20237, a ladowanie
o godzinie 20307, wiec najdluiszy lot dzienny lotnika nad tery-
torjum Rzeczypospolitej Polskiej trwaé¢ moze 18A7m.

W naijdalej wysunietej na zachdéd czeéci Polski — w miej-
scowoéci Sowia Gora pod Miedzychodem — zachdd Slodica,
jak wida¢ z mapy, wypadnie 22 czerwca o 6 minut wczesniej,

n




—
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niz we wspomnianym punkcie granicznym na wybrzezu morskiem.
Gdyby wiec lotnik wylecial w chwili wschodu Slofica z najdalej
na wschéd wysunietej miejscowosei, a wyladowal w chwili za-
chodu Slofica w miejscowosci wysunietej najdalej na zachdd, to
lIot trwalby tylko 18%0m, — i rekord nie bylby osiagniety.

Kontrola rachunkowa.

Wschod lub zachéd gérnej krawedzi Stofica przy uwzgied-
nieniu refrakcji obliczy¢é moiemy z nastepujacego wzoru®):

1) cost = — (0.0145 secd seco - tdd tgo),
gdzie f oznacza kat godzinny Slorica, § — deklinacje Slosnca,
w chwili wschodu lub zachodu, © — szeroko$é geograficzna.
Deklinacja & dla 22 czerwca wynosi - 23927, Szeroko$¢ geo-
graficzna miejsca startu ¢ — +55°50'. — Rozwiazujac réwnanie
(1) dla tych wartosci, znajdujemy w miejscu startu wartoéé
t — 8t 47,57 A wiec Slofice wzejdzie tam o godzinie
12, - Bk 475m — 3k 12,5m; uwzgledniajac zad§ réwnanie czasu
i dlugoéé geograficzna, otrzymamy na moment wschodu Slofica
wartosé 2k 22,6m czasu Srodkowo-europejskiego.

Podstawiajac nastgpnic szeroko$é¢ geograficzna miejsca wy-
ladowania ¢ = -}- 54°45', znajdujemy ze wzoru (1), ze kat go-
dzinny Steica w chwili zachodu réwna si¢ tam 8% 39,5~ Po
uwzglednieniu réwnania czasu i dlugoéci geograficznej, zachéd
Storica w tej miejscowoéci wypadnie o godzinie 20" 28,9m czasu
srodkowo-europejskiego.

Dlugoéé lotu jest r6wna 207 28,9m — 20 22,6m — 18k 6,3
Poprzednio uzyskany metoda graficzng czas 18 7m byl doéc do
brem przyblizeniem czasu, uzyskanego rachunkiem, mianowi cie
18% 6,3m,

% Patrz: M. P. Rudzki, Asfronomja Teorefyczna, tom I, str. 108
{Krakow, 1914).

Zadanie konkursowe Nr. 1. wzbudzilo zainteresowanie. Niestety, nie
wszystkie nadeslane rozwiazania byly poprawne,

Redakcja uprosita Dr, E, R ybke daé¢ rozwiazanie z uwzglednieniem
deklinacji Slofica, o czem zapominano przy rozwigzywaniu zadania, Sa-
mi uczestnicy konkursu zechca uznaé, ze Autorowi naleizy sig¢ pierwsza
nagroda.

Te same wyniki nieco innemi metodami otrzymali pp. Bielecki (War-
szawa) i M. Hornowski (Warszawa) — obai poza konkursem.

Druga nagroda, zastrzezona dlo miodzieiy szkolnej. nie moize bye
przyznana i musi zaczekaé na inna sposobnosc,

Nagrody pocieszenia otrzymaja pp. Edward Bem (Pruiana), Alfons
Kobiak (Plisa, pow. dzisieriski), Jézef Poklewski-Koriell {(Wilno), Stefan
FPadjas (Szczebrzeszyn).
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STEFAN KULCZYCKI (Warszawa).
O najszczelniejszem rozmieszczeniu rownych kul w przesirzeni.

1. Jak uloiyé jabltka w skrzynce, aby najlepiej wyzyskac
miejsce, t.j. aby jak najwieksza objgtos¢ zajely jablka, a jak naj-
mniejsza puste miedzy niemi odstepy? OdpowiedZ wymaga
glebszego zbadania. Moinaby np. dno wypelni¢, jak wskazuje
rys. 1, druga warstwe ulozyé¢ w ten
sam sposéb — jablko nad jablkiem.
Prosty rachunek wykaze, ze wowczas
tylko }m= — 0,52... objetosci skrzynki
zajma jablka, niewiele zatem ponad
jej polowe.

Praktyczniej byloby umieszczaé
jablka drugiej warstwy w zaglebienia
miedzy jablkami pierwszej. Moglyby
réwniez jablka na dnie lezeé, jak na
rys. 2, a kazde jabiko gornej warstwy
dotykaé trzech jablek dolnej; przychodzi nawet my$l, czyby
nie oplacilo sig ukiadaé¢ jablek na dnie nie przy sobie, — od-
stepy miedzy niemi bylyby wigksze, i jablka drugiego pietra
glebiejby w nie wpadaly.

(Rys. 1)

Ktory z tych sposobow jest najlepszy? Aby nie roz-
patrywaé ksztaltusamejskrzyn-
ki, sformulujermy zadanie w na-
stepujacy sposdb: jak nalezy
ulozvé réwne kule, aby jak naj-
szezelniej wypelnié niemi prze-
strzei? — t. j. wyobrazimy
sobie, ze ilo§é tych kul jest
nieskoficzona, i zastanowimy
sig, jak winny by¢é rozmiesz-
czone ich érodki. Kwestja ta
zajmowal sie niemiecki ma-
tematyk H. Minkowski®*) i pokazal, Ze wiaza sie z nia
liczne =zagadnienia, odnoszace sie do pewnych wlasnoéci liczb
catkowitych, ktére bada t. zw. feorja liczb.

2. Kule moglyby, rzecz prosta, byé pomieszane ze sobg bez-

ladnie, ot — jak owoce w worku, my atoli przyjmiemy, ze
ulozone sa warstwami, jedna nad druga w stalej odleglosci,
w kazdej za§ warstwie kule leza rzedami, — innemi stowy,

érodki tych kul sa wezlami sieci, utworzonej przez 2 uklady

Y ,.Diophantische Approximationen®, str. 101 — 111, Metoda H. Min-
kowskiego jest zresztag odmienna, mniej elementarna.
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prostych réwnoleglych, poprowadzonych w réwnych odpowiednio
od siebie odleglosciach.

Te same punkty moga byé wezlami réinych sieci; na ry-
sunku 3 widzimy dwie sieci, posiadajace te same wezly: jedna
narysowang linjami ciaglemi, druga — kropkowanemi. Naj-

prosciej przedstawimy taka sieé, konstruujac jeden z réwnoleglo-
bokéw przez nia utworzonych, np. ABCD lub KLMN.

Zwracajac si¢ ku §rodkom wszystkich kul w przestrzeni, przyj-
miemy analogicznie, ze kule leiq w wezlach sieci, utworzonej przez
trzy ublady plaszczyzn réwnoleglych i réwnooddalonychi (rys. 4).
Najproéciej przedstawimy sieé¢, budujac jeden z réwnolegloécianow
przez nie utworzonych. Nazwijmy go jednosthowym. Cala sie¢
otrzymamy, ustawiajac w sposéb oczywisty rownoleglosciany
jednostkowe.

Wypowiemy twierdzenie, bedace natychmiastowa kon-
sekwencja wlasnoéci plaszczyzn réwnoleglych:

Jezeli ABC sq weziami sieci, a CD jest réwnolegle i réwne
AB, to i D jest wezlem sieci.

3. Przestrzen bedzie wypelniona przez uklad réwnolegloécianow
jednostkowych, ktérych wierzcholki sa srodkami kul. Podporzad-
kowujac kazdemu z réwnolegloécianow kule — te np. ktérejsrodkiem
jest dolny — prawy — przedni wierzcholek, zauwazymy, ze kaz-
demu z rownolegloécianéw odpowiada jednatylkokula — i odwrotnie.
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Stosunek objetosci kuli do objetosci rownolegloscianu debzei
dla nas miarq, jaka czes¢ przestrzeni wypelniaja kule.

Definicja ta wymaga uzupelnienia. Widzieliémy, e te same
wezly mozna otrzymaé¢ z rozmaitych sieci. Rownolegloscianéw
.jednostkowych* moze byé wigcej, O ktérym z nich mowa
w powyzszej definicji? Otéz, jest to obojetne, objetosé ta jest
bowiem dla nich wszystkich taka sama. Wyplywa to z twier-
dzenia:

Niech x oznacza zmiennq krawedZ szeScianéw, majacych staly
Srodek O i krawedzi réwnolegle do danych 3 prostych, y zas$ —
iloé¢ wezléw sieci, zawarlych wewnqirz szeicianu, v — objetoéé
réwnoleglo$cianu jednostkowego; mamy

xﬂ
v o= limy &
x-== o)

tlos¢ rownolegloscianéw jednostkowyceh, zawartych calko-

wicie w szeScianie o krawedzi x, jest oczywiécie mniejsza od y.
3
Stad el

Niech 2 bedzie wieksze od najwiekszej przekatnej réwno-
legloscianu. Wezmy pod uwage szescian o krawedzi x ++ 2k.
Réwnolegloécian sieci, ktorego prawym — dolnym — przednim
wierzchotkiem jest dowolny z poéréd y weziéw, przed chwila
rozpatrywanych, bedzie zawarty jeszcze calkowicie w tym nowym
wigkszym szeécianie, albowiem wszelki punkt zewnetrzny tego
wigkszego szeécianu jest juz odlegly od kaidego punktu mniej-
szego szefcianu wiecej, niz o k. Réwnolegloécianéw mamy y; co
najwyzej wypelniaja one wiekszy szescian, zatem

yov < (x + 2k

¥ (= 2k)®
Razem wiec I e = %

X X

(x 4+ 2R
Lecz e ) 1, gdy x —= oo,

Zatem lim v . _3% =

x> oo X
Stad v — lim _x_s’

X =0 ¥
czego nalezalo dowiesé.

OUbjeto$¢ kazdego z réwnolegloscianéw jednostkowych jest
rowna tej samej granicy, a zatem nie zalezy od tego, ktéry
z nich rozwazamy.

4, Z posréd rozmaitych réwnolegloécianéw jednostkowych,
dajacych te same wezly, wybierzemy obecnie pewien blizej
okreslony.




[
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Pomy$lmy pewna sieé. Niech A bedzie jej dowolnym punk-
tem. Najblizszy do A wezel sieci (lub jeden z najblizszych,
jesli jest ich kilka o réwnych od A odlegiosciach) nazwijmy B.
Zkolei C niech oznacza wezel najblizszy do A z poéréd tych,
ktére nie leza na prostej AB. Wreszcie niech D bedzie wezlem
najblizszym do A z posréd tych, ktére nie leza na plaszczyznie
ABC (rys. 4).

Udcinki AB — a, AC = b, AD = ¢ (a < b < ¢)] — tego
oznaczenia irzymaé sie bedziemy w dalszym ciagu — sa kra-
wedziami pewnego réwnolegloécianu, ktorego i pozostale wierz-
cholki sa wezlami sieci na mocy twierdzenia ustepu 2. Poka-
zemy obecnie, Ze ani wewnatrz niego, ani na jego powierzchni
niema innych punktéw sieci, i wyciagniemy stad wniosek, Ze
skonstruowany réwnolegloécian jest ,jednostkowym*. Oprzemy
sie na paru twierdzeniach pomocniczych.

Lemmat 1. Niech SABC bedzie czworoscianem. S, —
punktem jego wewnetrznym lub lezqcym na powierzchni. Woéwezas
jeden przynajmniej z odcinkéw S,A, S.B, S.C jest mniejszy od
jednego z odcinkéw SA, SB, SC.

Lemmat 2. Jedna z przekatnych réwnoleglo$cianu o kra-
wedziach a, b, c¢ jest niewieksza od \/q* I b 4 ¢*, tem bardziej
wiec mniejsza od 2c.

Dowody pozostawiamy Czytelnikowi.

Lemmat 3. Niech P oznacza dowolny punkt wewnatrz lub
na powierzchni réwnolegloscianu. Z o$miu odleglosci punktu P od
wierzcholkéw réwnolegloicianu jedna przynajmniej jest mniejsza od
najdiuzszej krawedzi.

Poprowadzmy plaszczyzng BCD (rys. 5). Jezeli P jest punk-
tem czworoscianu SBCD, twierdzenie jest prawdziwe na mocy
lemmatu 1. Watpliwoéé zachodzié
moze tylko dla punktéow, ktére
nie leza w czworoécianie SBCD,
ani w zadnym z siedmiu innych
czworoécianéw, dajacych sie w ten
sam spos6b zbudowaé przy pozo-
stalych  wierzchotkach rownolegio-
$cianu, Zbiér tych punktéw jest
o§mioécianem, ktérego wierzchol-
kami sa $érodki écian réwnoleglo-
§cianu.

Niech P bedzie punktem we-
wnetrznym  o$mioécianu, np. le-
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Zacym wewnatrz ostrostupa OHIK (O — srodek rownoleglo-
§cianu). Odcinki OH, OI, OK s3 réwne polowom krawedzi
rownolegloscianu. Stosujac do czworoscianu OHIK i punktu
jego P lemmat 1, otrzymamy wniosek, iz jeden z odcinkéw PI,
PH, PK, np. PH, jest mniejszy od Jjc. Weimy pod uwage
réwnoleglobok SBCE (rys. 6) i zbudujmy figure S,B,C,E, syme-
tryczng do niego wzgledem punktu, jako érodka.

SBCES,B,C,E, jest rownoleglo-
écianem o krawedziach SB, BE
i SE, — 2PH (wszystkie 3 niewigksze
od ¢). Przekatnemi tego réwnole-
gloscianu sa odcinki rowne 2PS,
2PB, 2PE, 2PC. Stosujac do niego
lemmat 2, przekonamy sie, Ze jedna
z przekatnych, np. 2PS, jest mniejsza
od 2¢, Stad PS < ¢, a tego wlasénie
nalezalo dowiesé. Lemmat 3 jest (Rys. 6)
zatem prawdziwy.

Wracamy do twierdzenia, wyslowionego na poczatku ustepu.
Jesliby w rownolegloscianie, o ktérym tam byla mowa, istnial
punkt sieci P, to odlegloéé jego (lemmat 3) od jednego z wierz-
chotkéw, np. od C (rys. 4), bylaby mniejsza od ¢. Z twierdzenia
ustepu 2 wyplywa, ze wezlem jest r6wniez punkt P, taki, ze PP,

jest réwne i rownolegle do CA. Ale w takim razie AP, — CP-

i jest mniejsze od ¢. To za$§ jest niemozliwe, poniewaz z zalo-
zenia AD — c¢ jest mniejsze od wszystkich odcinkéw, lgcza-
cych punkt A z punktami sieci. Argumentacja nie ma za-
stosowania, gdy P lezy na ABCE. Mala modyfikacje, jaka wtedy
trzeba wprowadzié, zostawiamy Czytelnikowi.

Ostatecznie, wewnatrz skonstruowanego réwnolegloscianu
niema wezlow sieci, jest on jednostkowym. W dalszym ciggu
rownoleglosciany, jakich nam ta konstrukcja dostarcza, nazywaé
bedziemy réwnoleglodcianami R.

5. Chcemy wyszukaé¢ taka sieé, aby kule, ktérych $rodkami
sg wezly, zajmowaly jak najwicksza objgtosé. Dokladniej for-
mulujae, chcemy znalezé sieé taka, zeby stosunek objetosci kuli
o zadanym promieniu r do réwnolegloscianu jednostkowego byt
jak najwiekszy, czyli zeby objeto$é tego réwnolegloscianu byta
jak najmniejsza. Mozemy sie w tem badaniu ograniczyé do roz-
wazania réwnolegloscianow R.

Twierdzenie (rvs. 4). Przekqtne podstawy ABEC sq nie-
mniejsze, niz b, przekatne pozostalych Scian i przekatne réwnolegio-

Scianu sq niemniejsze, niz c.

Mtody Matematyk. 5
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Prawdziwos¢ pierwszego zdania wynika stad, iz AC = b
jest krotsze od odlegloéci punktu A od innych wezléw sieci,
a wiec )
AC < AE,

AC < AG.

Lecz AE i AG sa réwne przekatnym réwnolegloboku ABEC.
— Prawdziwoéé¢ drugiej czeéci twierdzenia okazemy podobnie,

Jedli dla réwnolegloscianu R pewnej sieci a = 2r, to kule,
ktérych $rodkemi sq wezly sieci, nie mogq sie przecinaé, odleglogé
érodkéw bowiem bedzie réowna bad:z przekatnej, badz krawedzi
réownolegloscianu, zawsze wigee = 2r.

Ostatecznie zagadnienie brzmi: znaleié réwnolegloician R,
w ktérym a = 2r, o jak najmniejszej objetosci. Gdy go wyszu-
kamy, z wierzchotkéw, jako ze srodkéw, opiszemy kule o pro-
mieniu r.

6. Powiadam zkolei: Jesli pewien réwnolegloscian R ma
objetoé¢ minimum, fo @ — b = ¢ = 2r.

Jeizeli ¢ > b > a > 2r, to réwnolegloécian podobny do
danego, ale zmiejszony w stosunku 2r:a, bedzie mial: 1° naj-
mniejsza krawedz réwna 2r, 2° objeto$é mniejsza od danego;
6w rownolegloécian nie moze przeto by¢ najmniejszy.

Przyjmijmy, iz AB — a = 2r, ale b = AC > a (rys. 7).
Réwnolegloscian taki nie moze byé najmniejszym, jezeli bowiem
zmniejszaé bedziemy wszystkie odcinki sieci réwnolegle do AC
w tym samym stosunku, nie po-
ruszajac wezléw plaszczyzny ABGD,
t. j. zastapimy wezly C, E, F, H
przez C;, E;, . . . it.d., to otrzymaé
musimy sieé¢ taka, iz najblizszy do
A prostej (nie na AB) punkt bedzie
od A oddalony o r. Réwnolegloscian
R tej sieci bedzie mieé dwie kra-
wedzi (nieréwnolegle) roéwne 2r,
z drugiej za$§ strony twierdzenie
ustepu 3 pozwoli latwo dowiesé,

(Rys. 7) iz jego objeto§¢ mniejsza bedzie

od objetosci danego poczatkowo

réwnolegloicianu ABCHGDEF, ten wigc nie moze byé najmniej-
szym.

To samo rozumowanie pokaze, ze w najmniejszym réwno-
legloscianie R krawedZ ¢ nie moze byé wieksza od pozostalych.
Wszystkie trzy krawedzi w réwnoleglo§cianie najmniejszym
musza byé sobie rowne, czego nalezalo dowiesé.
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8. Objetos¢ rownolegloscianu o krawedziach réwnych 2

i kacie rombu podstawy a (rys. 7) jest
V — 2r.2r.sina - DK,

Takich réwnolegloscianéw, majacych fe sama podstawe, jest
wiele. Najmniejsza objgtoé¢ ma ten z nich, ktérego wysokoéé
jest najmniejsza, lub — jak tez mozna powiedzie¢ — ten, dla kto-
rego rzut krawedzi bocznej na podstawe jest najwigkszy moz-
liwy.

Rozwazajmy (rys. 8) sie¢ wezlow podstawy ABCD i rzuty
na te podstawe wezlow podstawy gornej: K, L, M, N. Jedna nary-
sowana linja ciagla, druga — przerywana. Rzutem krawedzi
bocznej AK, wychodzacej z A, bedzie jeden z odcinkéw AKj,
AL, AM,, AN,, a mianowicie najkrét-
szy z nich, poniewaz AK jest najkrot-
szym z odcink6w, laczacych A z wezlami
sieci gornej podstawy. Ale AL, = BC;,
AM, = CK,, AN, — DK, celem wigc
wyszukania takiego polozenia krawedzi
bocznej AK, aby jej rzut byl najwiek-
szy mozliwy, winniémy w rombie ABCD
znalezé punkt K,, ktérego odleglosé
od najblizszego mu wierzcholka rombu bylaby maximum.

Czytelnik sam dowiedzie twierdzenia:

Punktem rombu, Riérego odleglo$¢ od najblizszego mu wierz-
cholka jest najwieksza, jest $rodek kola opisanego na fréjkqcie, na
jaki romb dzieli mniejsza przekqina. .

Przyjmujac, ze K, (rys. 7) jest takim punktem, otrzymamy !
z trojkata ABH:

2r
AK, = —

~ 2sin}a sinla

Dalej z NADK:

(fwierdzenie sinuséw). |

rﬂ

DK, = ¢4r2—sin2-§a (fw. Pitagorasa) i

wreszcie
1 .
V — 4 sina ({4 ———— = B8ricoslaV4sin*la — 1.
sin?la

9, Widzimy, e objetoéé réwnolegloscianu jest funkcja

zmiennej a. Nazwijmy
sin*la — u;

mamy V=8V —1 4 50 — 4u2

Kat o nie jest katem ostrym, bo BC jest wieksza przekatna.
Z drugiei strony, z metodv kanstrukeii rdawnaledlaéciann R w—

5-
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plywa (rys. 8): '
AB | BC < AC,
a stad kat BAC — la jest mniejszym katem AABC, czyli fo < 60°

Warto§é u jest zawarta miedzy sin®45° i sin®60°, a wiec

)

Trojmian —1 -+ 5z — 4u® osiaga maximum dla u —
wartoéci za§ najmniejsze — na kraricach przedzialu, w ktorym
pozostaje u, t. zn, dla u = } iu = § Te wartoséci sa jedna-
kowe i réowne ;. W obu przypadkach objetos¢ réwnoleglodcianu
wynosi 87#V1 — i taka jest objefoé¢ najmniejsza réwnolegloscianu
jednosthowego sieci nie przecinajacych si¢ kul o promieniu 7,

Stosunek objetosci kuli do objetosci rownolegloscianu wynosi
imy2 = 0,74 . . . Przy najgestszem rozmieszczeniu kul zajmujq one
1x\/2 przestrzeni,

5
1

10. Przyjrzyjmy sie blizej sieciom znalezionym. W pierw-
szym przypadku (¢ = 90°) w podstawie mamy sie¢ kwadratowaq.
Wezly nastepnej plaszczyzny leza nad érodkami tych kwadratow,
kazdy 2z nich jest zatem rownooddalony od 4 wierzcholkow
kwadratu, nizej lezacego, np. (rys. 4) DA — DB = DE = DC =2r.
Kazda kula warstwy gérnej styczna jest do czterech kul warstwy
dolnej, ktore tez sa do siebie styczne.

W drugim przypadku mamy sieé rombéw o kacie 120°,
lub — mozna powiedzieé — sie¢ #réjkatéw réwnobocznych, kazdy
2 rombéw bowiem dzieli sie na dwa takie trojkaty. Wezel sieci
np. punkt D (rys. 7), lezy na prostopadlej do plaszczyzny ABH,
wzniesionej w érodku tréjkata réwnobocznego ABH. Stad
DA — DB — DH — 2r. Kula, ktorej érodkiem jest D, jest
styczna do kul o srodkach A, B, H. Otrzymujemy w dolnej
plaszczyinie rozklad kul, jak na rys. 2 punkty K,, L, Ny, M,
sa rzutami érodkéw kul plaszczyzny gornej, z ktérych kazda
styczna jest do trzech kul dalszych. -

Niespodzianka bedzie tu odkrycie, Ze obie znalezione sieci sq
identyczne, e zatem oba réwnoleglosciany dostarczaja tej samej
sieci.

Istotnie, niech rys. 4 wyobraza pierwsza z naszych sieci.
Mowilismy juz, z¢ DA — DB = DH, tréjkat DAB jest réwno-
boczny, a DABI jest rombem o kacie 120° Tak jak D jest
réwnooddalone od A,B,E,C, tak I rownoodleglte od A, Cil
Zatem

DC = 2r = IC = AC.
Punkt C lezy w odleglosci 27 od wierzchotkow ABH. A zatem
réwnolegloscian o podstawie ABDI i krawedzi bocznej DC jest
identyczny z drugim z poséréd réwnolegloécianéw przez nas zna-
lezionych. Ten wigc daje te sama siec.
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Kazda kula O jest styczna
do dwwnastu kul. Srodki ich
tworza figure, przedstawiona na
rys. 9. Sa nimi punkty: A,B,C,D,
O.,F,.GH,1LK,. L. M. Mamy przy-
tem OA — OB — OC = OD = 2,
ES = ry/2. Linjami ciaglemi
i kreskowanemi polaczono srodki
tych kul, ktére sa do siebie sty-
czne. Te linje sa krawedziami
wieloécianu, ograniczonego przez 6
kwadratow i 8 trojkatow. Wszyst-
kie te krawedzi sa sobie réwne.

MAREK KATZ (Xrzemieniec),
O nowym sposobie rozwiazywania réwnafi stopnia trzeciego.

Chcac rozwiazaé réwnanie 28 + azf 4+ bz + ¢ = 0, podsta-
wiamy z=x — 4a
i otrzymujemy rdwnanie, pozbawione drugiej potegi niewiadome;j:

(1) # + px + g =0,
gdzie p i ¢ sa wyrazami, zaleznemi od a, b i ¢. Pragne tu po-
daé pewien — jak mi si¢ wydaje — nowy sposdb rozwiazywa-
nia réwnan typu (1).

Sposéb moj polega na znalezieniu takich liczb A, B, m, n,
aby przy kaidej wartosci x byla spelniona réwnosé

() 1« +px+ g = Alx + mp — Blx + n).

Wtedy otrzymamy rdéwnanie w postaci

(3) Ax -} m)® — Blx +n) = 0
i latwo je bedzie rozwiazaé; zauwazmy bowiem, Ze lewa strona
réwnania rozklada sie na czynniki:

f“+mﬂ—%+wP:Hmm+m—@%wwﬂ
— (. A=
V& £ mp 1+ VABx + mix + n) +VEIx + np]

Przyréwnywajac ten iloczyn do zera, mamy dwie mozliwosciz
3 -
[;1) VA(x + m) — \3/B[x + n) = 0,
e < e —
() VArx + m)p + VAB(x + mj(x +n) + \3/32[x+n]2 = 0.

Jak widzimy, z réwnania (4) tatwo bedzie znalez¢ jeden z pier-
wiastkow danego rownania (1).
Zajmijmy sie przeto znalezieniem liczb A, B, m i n. Roz-
wijajac prawa strone réwnoséci (2), otrzymamy:
x4 px + q =
= (A — B)x* 4 3(Am — Bn)x* 4 3(Am* — Bn®)x 4
-+ (Am® — Bn3).

SRS S — w "

§ —
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Jezeli dwa wielomiany jednej zmiennej przybieraja przy
kazdej wartosci tej zmiennej réwne wartoéci, to wspolezynniki
przy odpowiednio réwnych potegach zmiennej musza byé réwne:

A— B — 1,
Am — Bn = 0,
Am?® — Bn? — ip,
Am® — Bn®* — q.

Mamy rozwigzaé uklad 4 réwnan z 4 niewiadomemi. Z pierw-
szego rownania wyznaczamy A — B - 1 i podstawiamy do po-
zostaltych réwnan:

Bm — n) - m = 0,
B(m* — n®*) + m? = |p,
Bm®* — n¥) -} m® = gq.

Wyznaczamy teraz zespél B{m — n) — — m i podstawia-
my do dwéch ostatnich réwnan:
— m(m + n} + m* = Ip,

— m(m?* |+ mn 4 n*) m3:: g.

Po uproszczeniach otrzymujemy:

mn — — %Lp,
3q

m = =y
5 P

przyczem zakladamy, ze p + 0. (Przypadek, gdy p — 0, daje
réwnanie x° 4 ¢ = 0, ktérego rozwigzanie nie nasuwa trudnoéci),

Wartosci m i n znajdziemy jako pierwiastki réwnania kwa-
dratowego
3
(6) u? — —qu—-é-p = 0.
P
Jezeli sie okaze, ze réwnanie to ma wyréinik dodatni, to
posiada ono dwa pierwiastki nieréwne. Przyjmujac jeden z nich
za m, a drugi za n, latwo bedziemy mogli wyznaczyé wartosci
A i B, mianowicie
N\ —m —n
B — G - —
m —n m — n
Podstawiajac te wartosci do réwnania (4) i mnozac to row-
3
nanie obustronnie przez \/m — n, otrzymamy réwnanie

3 3
—Vn (x +m 4+ Vm (x -+ n) = 0.
Stad mamy po uporzadkowaniu réwnanie w postaci:
3

. 3 3 3
Vm — Va)x = mVa — nVm.

Przeksztalcajac prawa strone, bedziemy mieli:

g i RS LT 3
(Vim — Vo) * = Viin Vm — Va)Vm + Va)
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a wigc ostatecznie bedziemy mieli
3 3 3

(7) * = Vmn Vm + Vp).

Podstawiajac do tego wzoru wartosci m i n, wyznaczone
z rOwnania (4), otrzymamy wzér, znany pod nazwa wzoru Car-
dana.

Przypisek Redakcji.

Udzielajac miejsca sposobowi, przedstawionemu przez p-
Marka Katza, ktéry jest uczniem VIII klasy gimnazjalnej Li-
ceum Krzemienieckiego, Redakcja musi dodaé kilka uwag.

Autor artykulu ograniczyt sie do rozwazania przypadku,
kiedy wyréznik réwnania (6) jest dodatni, czyli przypadku, kie-
dy wyrazenie

®) (9 + Gy’
ma warto§é dodatnia.

Z teorji réwnania trzeciego stopnia wiadomo, Ze w tym
przypadku réwnanie (1) posiada jeden pierwiastek rzeczywisty.
Metoda, opisana w artykule, odnosi sie do znalezienia tego pier-
wiastka.

W przypadku, kiedy wyrazenie (8) jest zerem, wy-
réznik réwnania (6) jest zerem, a wiec réwnanie to posiada
pierwiastek podwéjny:
3¢
Ale w tym przypadku wzér (7) przybiera postaé x — _pg' inie-

m = 1 =

trudno sprawdzi¢ przez bezposrednie podstawienie, ze wzér ten
daje pierwiastek réwnania n.

W' przypadku, kiedy wyrazenie (8) ma wartosé ujemna,
m i n nie sa liczbami rzeczywistemi. Zachodzi tu przypadelk,
znany pod nazwa casus irreducibilis, — tem osobliwy, Ze w tym
przypadku réwnanie trzeciego stopnia posiada trzy pierwiastki
rzeczywiste, ale nie moina ich wyznaczyé droga algebraiczna.
Rzecz jasna, ze i metoda, opisana przez p. M. Katza, zawodzi
w tym przypadku. W samej rzeczy, réwnanie

(x—1)x —2)x + 3) =0
posiada trzy pierwiastki: 4 1, 4 2, — 3. Rozwijajac lews strone,
otrzymujemy réwnanie
x* — Tx + 6 = 0,
mamy wigc wartosci: p = — 7, ¢ — 6. Roéwnanie (6) przy-
biera postaé
# g+ L = 0.

Latwo sprawdzi¢ ze réwnanie to nie posiada pierwiastkéw rze-
czywistych, a wiec nie mozna wyznaczyé rzeczywistych wartosci
m i n, skad jednak nie wynika, by dane réwnanie trzeciego
stopnia nie posiadato pierwiastkow.
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O pewnej wlasnosci tréjkata spodkowego — wedlug L. Fejér'a.

1. Zajmiemy sie zagadnieniem: w dowolny tréjkat ostrokatny
ABC wpisaé tréjkat UVW o moiliwie najmniejszym obwodzie.
Pokazemy, ze trojkat spodkowy, t. j. trojkat, ktérego wierzchol-
kami sa spodki wysokoéci trojkata ABC, ma mniejszy obwdd,
niz kazdy inny tréjkat wpisany w tréjkat ABC.

2. W dany tréjkat ostrokatny ABC wpiszmy tréjkat UVW.
Niech U lezy na BC, V na CA, W na AB. Niech obrazami
punktu U wzgledem prostych AC i AB beda punkty U' i U"Y).
Wtedy odcinki UV i U'V sa rowne, jako symetryczne. Z tego
samego powodu UW — U"W. Obwoéd trojkata UVW, ktory jest
réwny sumie odcinkow UV, VW, WU, jest zatem réwny diugosci
linji tamanej U'VWU".

Jezeli punkt U pozostanie niezmienny, punkty V i W za$
przyjma inne polozenia, punkty U’ i U” nie porusza sie, sa bo-
wiem okreslone tylko przez punkt U i tréjkat ABC. Korice fa-
manej U'VWU" pozostaja zatem te same zawsze. Lamana, la-
czaca punkty U' i U", bedzie wtedy najkrétszej dlugosci, gdy
bedzie poprostu odcinkiem U'U". Wobec tego odcinek U'U" jest
réwny najmniejszemu z obwodéw tréjkatéw wpisanych, majacych
staly wierzcholek U. Niech takim tréjkatem o najmniejszym ob-
wodzie bedzie UMN.

3. Poniewaz znalezliémy juz tréjkat o najmniejszym obwodzie
z poérdd tych, ktére maja staly wierzcholek U, pozostaje wige
nam juz tylko poréwnaé ze soba owe minimalne tréjkaty, odpo-
wiadajace rozmaitym polozeniom punktu U, i wybraé z nich ten,
ktérego obwdd jest najmniejszy. Bedzie on posiadal obwod
najmniejszy ze wszystkich tréjkatéw wpisanych.

Chodzi o to, aby wybraé punkt U w taki sposdb, zeby
odcinek U'U" byl jak najmniejszy. Zauwaimy w tym celu, ze
trojkat AU'U" jest réwnoramienny, albowiem odcinki AU’ i AU"
sa sobie réwne, — kazdy z nich jest wszak symetrycznym obra-
zem tego samego odcinka AU.

Podczas gdy dilugoéci ramion tréjkata AU'U" sa réwne AU,
a zatem zaleza od polozenia punktu U na BC, wielko$¢ kaqta
U'AU' nie zalezy od poloienia U, jest zgory okreslona przez
tréojkat ABC.

Z wlasnosci symetrji wyplywaja nastepujace zwigzki miedzy
katami figury:

1} Obrazem punktu K wzgledem prostej I nazywamy punkt symetryczny
do K wzgledem I
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UAB — U"AB, UAC = U'AC.
Stad po pierwsze U'AU = 2 UAB,
po drugie U'AU = 2 UAC.
Zatem UAU + U'AU = 2 UAB + 2 UAC,
czyli U'AU = 2 BAC,

co dowodzi naszego twierdzenia o kacie AU"U,

4, W trojkacie rownoramiennym AU'U" odcinek U'U" jest
podstawa. Poniewaz kat wierzchotkowy nie zalezy od polozenia
M, zatem wszystkie trdjkaty takie, jak AU'U", odpowiadajace
rozmaitym poloZzeniom punktu U, maja ten sam kat wierzchol-
kowy. Ten z tréjkatéw ma najmniejsza podstawe, ktérego ra-
miona sa mozliwie najmniejsze. Ale ramiona sa rowne AU.
Otrzymamy najkrétszy z odeinkow U'U", jesli tak dobierzemy
punkt U, aby AU bylo jak najkrétsze.

Odcinek AU 1laczy jednak punkt U z punktem prostej BC.
Najkrétszym z odcinkéw, laczacych punkt A z punktami prostej
BC, jest odcinek prostopadly do BC; innemi slowy, AU musi by¢
wysokoscia trojkata ABC.

5, Obecnie mozna juz skonstruowaé tréjkat wpisany o naj-
mniejszym obwodzie. Przedewszystkiem niech E bedzie spodkiem
prostopadlej, poprowadzonej z A do BC. Niech E' i E" beda
obrazami punktu E wzgledem prostych AC i AB. — E'E" jest
dlugoscia najmniejszego obwodu trojkata wpisanego.  Punkty
przeciecia F i G prostej E'E" z bokami AC i AB sa pozostalemi
wierzcholkami szukanego tréjkata minimalnego.

Kazdy tréjkat wpisany UVW, rézny od EFG, musi istotnie
mieé¢ obwéd wiekszy od obwodu EFG, jak sie przekonamy,
przegladajac ponownie bieg my$§li. W rzeczy samej, albo wierz-
cholek U jest odmienny od E, — wtedy odcinek U'U" jest wigkszy
od E'E"; albo wierzcholek U zlewa sie z E, — wtedy przynaj-
mniej jeden z wierzcholkéw U i W ma inne poloienie, niz
F i G, a zatem lamana E'VWE" nie przystaje do odcinka
E'FGE". Tedy i w tym przypadku obwod UVW jest wiekszy
od obwodu EFG.

6, Zadanie: w dany trojkqt ostrokqiny wpisaé tréjkat o jak
najmniejszym obwodzie, ma zatem rozwiazanie tylko jedno. Sko-
rzystamy z tego dla wysuniecia dalszych wnioskéw. Nasza kon-
strukcja tréjkata minimalnego nie przebiegala w sposéb podobny
dla jego trzech wierzcholkéw. Jeden wierzcholek — E — zna-
lezlismy, jako spodek wysokoéci tréjkata. Pozostale wierzcholki
F i G wyszukaliémy bez prowadzenia wysokosci z punktow
B i C — zapomoca konstrukcii, opierajacej si¢ na pewnych
symetrjach.
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Oto6z moznaby przeprowadzié wszystkie rozwazania, odno-
szace sie do wierzchotka A trojkata ABC, réowniez w stosunku
do wierzcholka B, a zatem zamiast znajdowaé obrazy punktu U
wzgledem bokéw AC i AB moznaby szukaé obrazéw punktu V
wzgledem bokéw BA i BC i odpowiednio postepowaé w dalszym
ciagu. Otrzymalibyémy, jako trojkat o minimalnym obwodzie,
taki trojkat, ktorego wierzchotkiem bylby spodek F wysokoéci,
poprowadzonej z B do AC. Poniewaz zaé istnieje jeden tylko
trojkat o obwodzie minimalnym, jakedmy stwierdzili powyzej,
przeto konstrukcja, zaczynajaca od B, prowadzié musi do tego
samego trojkata EFG, co konstrukcja, zaczynajaca od A.

To samo tyczy sige i rozpoczecia od C. Wryciagamy wniosek,
2e w trojkacie o obwodzie minimalnym nietylko E, lecz i Fi G
sg spodkami wysokosci. — Okazaliémy w ten sposéb prawdzi-
woé¢ zapowiedzianego twierdzenia o minimalnej wlasnosci tréj-
kata spodkowego.

7. Dowdd nasz dostarcza nam jednoczeénie czego§ wigcej.
Podobnie jak na tej podstawie, Ze rozwiazanie jest jedyne, przy-
pisaliémy punktom F i G wlasnoéé, ktéra przyslugiwala E,
mozemy odwrotnie twierdzié, ze dla £ musi obowigzywaé wlasnosé,
ktéra z mocy samej konstrukcji posiadajag punkty F i G. Na
podstawie wlasnoéci symetrji, kat EFG jest rowny katowi E'FC.
Poniewaz zaé§ katy wierzcholtkowe E'FC i GFA sa sobie rdowne,
to stusznem jest twierdzenie o réownosci kata EFC i kata GFA;
innemi stowy: boki tréjkata EFG, wychodzace z F, tworza
z bokiem AC tréjkata ABC jednakowe katy. Podobna rzecz
zachodzi w punkcie G. Gdybyémy F znalezli, jako spodek wy-
sokoéci, poprowadzonej z B, moglibyémy E okre§lié zapomoca
konstrukeji, opierajacej si¢ na symetrjach, a zatem katy GEB
i FEC musza byé tez réwne.

Wiemy z 6., ze trojkat EFG moze by¢ scharakteryzowany,
jako tréjkat spodkowy. ZLaczae to z rozwazaniem przed chwilg
przeprowadzonem, dochodzimy do twierdzenia:

Boki tréjkata spodkowego, wpisanego w tréjkat ostrokginy
ABC, tworzq z bokami tréjkqta ABC kafy parami réwne, a mia-
nowicie réwne sa kqty, leiqce przy fym samym boku tréjkqta ABC.

To twierdzenie nie wspomina o minimum i nalezy w swem
brzmieniu w zupelnosci do zwyczajowej geometrji elementarnej,
w ramach ktérej moze byé okazane!). Wryzszoéé dowodu Fe-
jéra polega na tem, ze nie opiera sig on na zadnych innych
wlasnosciach poza wlasnoéciami symetrji i poza twierdzeniem, ze
odcinek jest krétszy od tamanej, laczacej jego korce.

Wyjatek z ksiqzki: H. Rademacher — O. Toeplitz
Von Zahlen und Figuren. Berlin 1930.

) Patrz np. ,Zarys geometrji elem.” W. Wojtowicza — § 126.
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KACIK BEZ TYTULU.

Miara w oku.

Wez banknot 10-zlotowy albo 20-zlotowy i ocen na oko,
ile potrzeba monet dwugroszowych albo dziesieciogroszowych,
aby mozna bylo niemi przykryé siedmiocyfrowy numer, wydru-
kowany na banknocie.

Ocefi na oko, ile razy wigksza jest érednica monety 5-zloto-

wej od érednicy monety 10-groszowej.

ROZWIAZANIA ZADAN.

Nr. 141, Wyzyskanie fekfury. Mamy kwadratowy arkusz tektury
o boku a. W czterech naroznikach tej tektury wycinamy kwadraty
o boku x. W ten sposéb otrzymujemy siatke otwartego pudelka o denku
kwadratowem, Dobraé x w taki sposob, aby pojemnosé pudetka byta
mozliwie najwieksza. .

Pojemnosé y pudetka wyraza sie¢ wzorem y :'[a~,2x]2x, gdzie
0 < x < la. Stosujac opisana w artykule p. Wi Wojtowicza meto-
de, wyznaczamy, Ze pojemno$¢ y osiaga maximum przy x = la

Nr. 142, Maximum walca, Kula i walec sa tak polozone, Ze jedna
podstawa walca jest wpisana w kule, a druga podstawa walca dotyka
kuli. Majac dany promied kuli R, dobraé wysokos¢ walca x w taki
sposéb, aby objetosé walca byla najwieksza, d

Rozwazmy stozek, kiérego podstawa jest podstawa walca, wpisana
w kule, a wierzchotek lezy w punkcie stycznosci drugiej podstawy '.\l:ai—
ca z kula. Stozek ten jest wpisany w kule. Objgtos¢ tego ftozi{a‘]e:st
trzecia czefcia objetosci walca, o ktérym mowa w zadaniu, Zagadnienie
sprowadza sie do wyznaczenia wpisanego w dana kule stozka o naj-
wickszej objetosci, a to zadanie jest rozwiazane w artykule p. WL
Wojtowicza,

Nr.143. (1). W trapezie prostokatnym ABCD podstawa AB i prze-
katna AC maja dana diugosé I. Wyznaczyé druga podstawe CD=x
i wysokos¢ AD —y tak, aby stosunek objetosci stozka $cietego, powsta-
ego od obrotu trapezu ABCD dookola wysckosci AD, mial zgory dana
warto$é m. Dyskusja, 1

W trojkacie ABC boki AB i AC sa rowne; stad wniosek, ze kat
przy B jest ostry, Skoro trapez jest prostokatny, to jego kat przy A,
a takie kat przy D, musza by¢ proste.

Przyjmiemy zalozenia: ! > 0, m > 0.

Uktadamy warunki: D X C

(1) e B

2 fmylx® + Ix + ) = m-t=y* |
3) x>0 y>0 b

Warunki te sa konieczne i dostateczne
do budowy trapezu: majac obliczone podpory
(przyprostokatne) x i y trojkata prostokat-
nego ADC, mozemy go skonstruowaé, a spel- A 1 B
nienie  rownania (1) gwarantuje, ze )
wiaznica (przeciwprostokatna) bedzie miata dlugose I dolgudpwame
trapezu przez konstrukcje odcinka AB, réwnoleglego do DC i réwnego
AC, nie sprawi zadnej trudnosci.
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Rugujac y z réwnan (1) i (2), otrzymamy réwnanie
(m + 2)x* + 2lx — (m — 2}I* = 0.

Szukamy warunkéw, przy ktérych réwnanie to posiada pierwiastek
dodatni. Jezeli réwnanie (4) posiada pierwiastki, to ich suma jest
ujemna: stad wniosek, ze przynajmniej jeden z dwdch pierwiastkéw musi
byé ujemny. Skoro wymagamy, zeby réwnanie posiadalo pierwiastek
dodatni, to zachodzi jedna tylke mozliwo$é, ze jeden z pierwiastkow
jest ujemny, a drugi dodatni; ale wtedy iloczyn pierwiastkéw jest
ujemny. Musimy wiec przyjaé: m > 2. Jest to warunek konieczny dla
istnienia dodatniego pierwiastka réwnania (4), ale zarazem jest to wa-
runek dostateczny. W samej rzeczy, jezeli m >2, to wyrdznik réwna-
nia (4) jest dodatni, a wige réwnanie posiada dwa pierwiastki, a ponie-
waz iloczyn tych pierwiastkéw jest ujemny, przeto pierwiastki maja
znaki przeciwne, czyli ostatecznie jeden z pierwiastkéow jest dodatni,

od MM e bl o
5 m + 2 : .
Pozostaje tylko wyznaczenie wartosci y, ktéra otrzymujemy z row-
nania (1),

Nr. 148, — Goscie w restauracji. W sali restauracyjnej bylo 11
gosci, Kazdy z nich zamienil uscisk dloni ze wszystkiemi osobami, kto-
re siedzialy przy tym samym stoliku. Wymieniono 19 usciskéw dtoni.
Przy ilu stolikach siedzieli goscie i po ile oséb siedzialo przy kazdym
ze stolikow? A M. R

Wyobrazmy sobie, ze zamiast u$ciskéw dloni goscie zamieniali sig
biletami wizytowemi. Jezeli przy stoliku jest n oséb, to kazda z nich
wyda (n—1) biletéw wizytowych, a wiec ogélem bedzie w ruchu n(n—1)
biletéw. Poniewaz jeden uscisk dion: odpowiada wymianie pary biletéw,
przeto n o0séb zamienia miedzy soba %n(n—1) uéciskéw dloni.

Utézmy tabele ilosci udciskéw dioni dla réznych wartosci n:

Liczba o0séb przy steliku: 1,2,3, 4 5 6, 1,...
Liczba usciskéw dfoni: DT 60 M9 0 210,

Z tabeli tej wida¢, ze przy zadnym stoliku nie siedzialo wigcej, niz
6 os6b. Wyczerpujac wszystkie mozliweséci, stwierdzamy, Ze istnieje tyl-
ko jedno rozwiazanie:

Osoby przy stolikach: 6 + 34+ 2 = 11,
udciski dloni: 154+ 3 4+ 1 = 19.

Nr. 149, Wojsko Aleksandra Macedoriskiego. Aleksander Wielki
rozdzielil wojsko swoje, liczace 30234 ludzi, miedzy dwunastu wodzéw.
Wodz I otrzymal 2 razy tyle wojska, co II; IIIl — 3 razy tyle, co IV;
V — 4 razy tyle, co VI; VII — 5 razy tyle, co VIII; [X — 6 razy tyle,
co X; XI — 7 razy tyle, co XII. Nalezy wykonaé¢ taki podzial, aby wo-
dzowi, ktéremu przypada najmniejsza iloéé¢ ludzi, przydzielié ich moz-
liwie najwiecej. (Wedtug Jana Brozka podal A, M. R.).

Niechaj najmniejsza ilos¢ ludzi bedzie x. Oznaczmy przydziaty II,
1V, VI, VIII, X i XII wodza odpowiednio przez x 4+ ry, x + rs, X + 13
x 4+ 1y x + 15, x 4 rg gdzie drugie skladniki sg liczbami nieujem-
nemi, przyczem co najmniej jedna z nich musi byé zerem, — Latwo ulo-
zyé réwnanie

33x + 31, + 4rs + 5rs + 6ry - Trs + Bre = 30234,

Trzeba znaleié takie rozwiazanie, przy ktérem x osiaga wartosé
mozliwie najwieksza. Dzielac 30234 przez 33, otrzymujemy iloraz 916
i reszte 6. Zadanie ma dwa rozwiazania:

alb 2=916;, r; =2, r=0; rs=0, =0, =0, rs =0,
=916, rv =0, 1. =0, rs=0, rs =1, 15 ==0, rg=10,
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Stad wniosek: wszyscy wodzowie z numerami parzystemi mieli po
916 ludzi — z wyjatkiem badz II wodza, ktéremu przypadloby 918 ludzi,
badz VIII wodza, ktéremu przypadioby 917 ludzi.

W dziale zadari podajemy analogiczne zadanie niecoznaczone.

Nr. 150. Partje ping-ponga. Do ucznia przyszlo n kolegow. Kazdy
gral po jednej partji. lle bylo partyj?

Uzyjmy takiego chwytu; Niech kaidy gracz da swemu partnerowi
bilet wizytowy. Wszystkich uczestnikow gry bylo (n + 1), a kazdy
dal po n biletéw, a wiec ogétem bylo n(n '+ 1) biletéw wizytowych.
Partyj bylo 2 razy mniej, gdyz na kaida partje przypadalo po 2 bilety
wizytowe, — Uwaga: Iloczyn n(n + 1) jest zawsze podzielny przez 2,
gdyz jeden z dwdch jego czynnikéw musi by¢ parzysty, A M. R

Nr. 151. Cwiczenia sposirzegawczoéci. Rozwigzmy ,w lot" réw-
nania:

1) [x—1)-(x—2)=2

Wida¢ odrazu, ze jednym z pierwiastkéw jest x —=0. Biorac réw-
noczesnie x—1—=2 i x—2—1, uczynimy réwnaniu zado$¢, przyczem
x=3. Poniewaz r6wnanie jest kwadratowe, przeto dalszych pier-
wiastkow niema.

[x—12) =42 {{x' —12).

Udajmy, ze nie znamy pierwiastkéw tego réwnania, Dla wartosei
x mozna przyjaé jedne z dwoch przypuszczeh: x =12 albo x == 12 —
Przypuszczajac, Zze x — 12, ofrzymujemy po obu stronach réwnania zera,
a wiec liczba 12 jest pierwiastkiem danego réwnania, — Przypusémy
teraz, ze x712. W takim razie mozemy podzieli¢ obie strony réwnania
przez (x;—12) i otrzymamy wniosek: x — 12. Z zaloienia x = 12 wy-
nika jego zaprzeczenie: x — 12. Zalozenie wigc jest nieprawdziwe, gdyz
z prawdy nie moze wynikaé jej zaprzeczenie; a skoro zalozenie x == 12
jest mieprawdziwe, to musi byé prawdziwe jego zaprzeczenie: x — 12, —
Widzimy wiec, ze liczba 12 jest podwdjnym pierwiastkiem réwnania.

3) x - (x+ 8 =20.

Przyjmujac jednoczesnie x=2 i x+ B—=10, uczynimy zadoé¢
rownaniu pierwiastkiem rownym liczbie 2. Rzut oka wystarcza, aby
stwierdzié, Ze réwnanie sprowadza sie do postaci: x4+ 8x —20=0.
Znajac pierwiastek 2, dobieramy drugi pierwiastelt —10, gdyz iloczynem
pierwiastkow jest liczba —20,

4) (3—axpP=(x—132

Liczba 2 jest pierwiastkiem réwnania, Wyrazy x* po obu stronach
réwnania wzajemnie sie redukuja, a wigc réwnanie jest pierwszego sto-
pnia i posiada tylko jeden pierwiastek.

5 x+1)-(x+2)=(x—1)-(x-—2).

Liczba 0 jest pierwiastkiem réwnania. Innych pierwiastkéw niema,
¢dyz po uproszczeniu otrzymuje sie¢ réwnanie pierwszego sf:(;imia.

Przydzial punkidéw za poprawnie rozwigzane zadania podamy po
wakacjach.

Skiadamy gratulacje fym z posréd przyjaciél ,Miodego Matematy-
ka", kiérzy w bieiqcym roku uzyskali matury, i prosimy zachowaé nadal
przyjaii dla czasopisma.

Skladajgc Czytelnikom zyczenia wesolych wakacyj, przypominamy
ze ,Parametr” i ,Mlody Matemaiyk" sq dobrymi przyjaciéimi Czytelni-
ka w sfotne dni wakacyjne. Rozwigzania zadari moina nadsylaé przez
cale wakacje,

Osoby, kiére nadsylajq do Redakcji rozwiqzania zadasi, proszone sa
o zawiadomienie Redakcji o zmianach adresu w roku szkolnym czy aka-
demickim 1931-32. .
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ZADANIA.

ZADANIA NA EGZAMINIE DO POLITECHNIKI W WARSZAWIE,
(Egzamin wstepny na Wydzial Mechaniczny.)

W zeszycie Nr. I podaliSmy fematy z algebry i fizyki. Obecnie po-
dajemy fematy z geometrji. Kaidy kandydai ofrzymywal dwa fematy
geomefryczne — na 3 godziny.

Geometrja.

Nr. 188. — 1. Katy ptaskie przy wierzcholtku ostrostupa forem-
nego tréjkatnego maja dana wartodé o zas promieﬂ' l'(uli oOpisanej na
ostrostupie wynosi R. 1) Obliczyé dlugosc kravyedz: 1‘9b;qtoéc ostro-
stupa, 2) Wykazaé, dla jakich katéw « ostrostup jest mozliwy., 3] Wska-
za¢, dla jakich katéw o érodek kuli opisanej lezy wewnatrz ostrostupa,
a dla jakich lezy zewnatrz niego. ) :

2. Wykresli¢ dziesicciokat foremny, majac dany jego bok,

Nr. 189. — 1. Dany jest bok podstawy a ostrosiupa foremnego
czworokainego i kat nachylenia krawedzi do plaszcz.yzny podsta\:vy o,
Znalezé promiert kuli stycznej do krawedzi bOCzl"lY'CI‘l i _do krawedzi pod-
stawy ostrostupa; okreslic polozenie $rodka takiej kuli,

2. Wykresli¢ tréjkat, majac dang jego podstawe, jeden z katéw do
niej przylegtych i stosunek bokéw pozostaltych, x

Nr. 190. — 1. Dany jest kat dwuscienny a przy po_dstaW1e ostro-
stupa foremnego szesciokatnego i promien kulli r wpisanej w ten ostro-
stup. Obliczy¢ dlugosé krawedzi bocznej i _ob]qtosq ostrostupa., Odwrot-
nie, wyznaczyé kat o, aby objetosé ta miala zgéry dana wartosé V.

4 il
Dyskusja, (Jako niewiadoma naleiy obraé tg —2-—ocj.

2. Wykresli¢ szesciokat foremny réwnowazny danemu kwadratovyi.
Nr. 191. — 1. Majac dany kat dwuécienny a przy Poc}staww
ostrostupa foremnego czworokatnego, obliczyé stosunek_pror'mema kuli
opisanej na tym ostrostupie do promienia kuli wes wpisanej. Odwrot-
nie, obliczyé kat o, wiedzac, iz powyzszy stosunek ma zgéry dang war-

5 1
tos¢ m; dyskusja. (Jako niewiadomg nalezy obraé tg zﬁa].
2. Zbudowaé prostokat, majac dane jego obwdd i przekatna (meto-

da konstrukcji geometrycznej).
Za tematy Nr. 1 — po 4 punkty, a za Nr. 2 — po 2 punkty.

ZADANIA NA EGZAMINIE DO POLITECHNIKI W WARSZAWIE.

(Egzamin wstepny na Wydzial Chemiczny.}'
Kaidy kandydat otrzymal 3 zadenia na 3 godziny.

Nr. 192, — 1, Zbadaé w zaleznosci od parametra m rozwigzania
ukladu réwnan; 4x? 4 y? — 4x = 0,
¥y = 2x 4+ m.

2. W prosty stozek kolowy S, majacy miqdzy tw:o;zaca‘_ i wyso-
koscia kat @, wpisano kule K. Znalez’é.stosunek objetosci sffozka.S do
objetosci mniejszego stozka S, wspélwmrzcholkowego z S i odqu%ego
od S plaszczyzna, réwnolegls do podstawy stozka S ; styczng do kuli K,

3. Udowodni¢ twierdzenie: dwie réine proste, réwnolegle do fej
samej frzeciej, sqa do siebie réwnolegle. \ \

Nr. 193, — 1, Znale#¢ w zaleinoéci od parametra m rozwiazania

uktadu réwnan:
(x — 2)? + (y — 3)* = 10,
y = m(x — 5) 4 4,
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2. W prosty stozek kolowy 8§, Majacy miedzy tworzacy i podstawg
kat o, wpisano kule X, a w nig stozek S o osi, lezacej na osi stozka S,
i o tworzacych, réwnolegtych do tworzacych stozka S. W stozek S’ wpi-
sano kule K’. Znalezé¢ stosunek objetosci kul K § k',

3. Udowodni¢ twierdzenie: Prosta, prostopadla do jednej z dwéch
plaszczyzn réwnoleglych, jest prosiopadia do drugiej,

Za tematy Nr.3 — po 3 punkty, za Nr, 2 __ 9 B
Nr. 1 — po 1 punkcie. Po < punkty, za

ZADANIA ROZRYWKOWE,

Nr. 194. Zamigléwka o dzialach ziem. Dziadel:, ktéry posiadal kawa-

ek ziemi w ksztalcie kwadratu, podzielit go

miedzy syna i czterech wnukéw W ten sposéb,

@ ze dla syna przeznaczyt czwarta czeié calodci,

(% réwniez kwadratowa, reszt¢ za$ podzielit na

@ cztery réwne czedci, uwazajac i na to, aby kaz-

demu z nich dostaly sie po dwa drzewa.

‘ Jaki ksztalt musial nadac kazdej dzialce, jezeli

@ @ kwadrat syna miescil si¢. W jednym rogu
calosci?

@ @ @ Za rozwiqzanie 3 punkty.

A. D. (,Plomyk®. Nr. 36. 1931).
.NF' 195. Zadanie nieoznaczone. (W zwiqzku z zadaniem Nr. 149).
W_ bibljoteczce byty ksiazki po 3, 4, 5, 6, 7 i 8 a1 Ogolna wartosé¢ tych
ksigzek wynosita 68 zt, Ile bylo ksiazek kaidej ceny? A M. R
a pelne rozwiqzanie 5 punktéw.

Nr. 196. f;amigz’éwka logiczna. Ubiegajacy sie o pafistwowe posa-

e e

go egzaminu, kiéry nosi nazwe wproba inteligencji”,

ostatnich czasach liczba kandydatéw na posady rzadowe wzrosta
niepomiernie, a wszyscy niemal posiadaja najlepsze $wiadectwa i refe-
rencje. Zaszla wiec potrzeba przeprowadzenia selekeji kandydatéw
w sposéb mozliwie najsurowszy,

tym wlasnie celu ustanowiono probe inteligencii, Jak dale-
ce trudna jest owa préba, $wiadczy nastepujace zadanie, dane na jed-
nym z ostatnich egzaminéw urzedniczych w Londynie, ktére podajemy tu
w polskiej trawestacji:

— ,,Nazwiska maszynisty kolejowego, konduktora i palacza na
lokomotywie — nie w odpowiednim porzadku — brzmia: Kowalski, Pio-
trowski, Zawadzki.

— Nazwiska pasazeréw byty: Dr. Kowalski, Dr, Piotrowski, Dr, Za-
wadzki,

— Dr. Kowalski mieszka w Warszawie,

— Kondukior mieszka w  polowie drogi pomiedzy Warszawsa
i Poznaniem,

— Pasazer, noszacy to samo nazwisko, co konduktor, mieszka
w Poznaniu,

— Dr. Piotrowski zarabia rocznie 12500 zlotych,

— Pasazer, kiéry mieszka w najblizszem sasiedztwie konduktora,
zarabia dokladnie 3 razy wiecej, niz konduktor,

~— Zawadzki wygral od palacza partje bilardu,

— Pytanie: jak sie nazywa maszynista?"

Na roztrzasanie tego zawilego pytania dawano 15 minut,

a rozwiqzanie 10 punkiéw. (Temat poiyczony.)
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KSIAZKI HARCERSKIE
%

ma
H Baden Powell, R. Wilczeta. Przeklad autoryzo-
wany Dra T. Strumilly e b b
W Harcerski Kodeks Honorowy. Zasady postepowa-
W nia w sprawach honorowych, wykluczajace

i

pojedynek

B L Y R R e
Los, S. Pod plociennym dachem. Piosenki har-
cerskie Sty Saae et N S oie, 1 PSS e
Przeglady i Pokazy Harcerskie. Musztra Harcerska.
Wedlug Andrzeja Malkowskiego i innych po-
dal Stanistaw Sedlaczek . « + . w druku
Sliwinski, W, J. Sygnalizacja. Podrecznik dla
harcerzy . —,70

"
:
ﬁ Sopoéko, T. i Grzymatlowski 0, Na tropach ludzi

i zwierzat. Podrecznik dla harcerzy. Z licz-
m nemi ilustracjami w tekécie . SR I | o g A
R Woroniecki, 0. J. (0. P.) Gaweda o gawedzeniu. 1,20
B Zawrocki, 0. Hazena, Gra sportowa dla druzyn
i
M
i
A
i
"
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zeiskich i meskich ., , | s

Dla przyszlych maturzystéw:
Gutsche, J. Czem by¢ mozemy? . , , . | A e
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DO NABYCIA WE WSZYSTKICH KSIEGARNIACH
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PARAMETR, €zasopismo poswiecone nauczaniu matematyki, wychodzi

TYKA kosztuje 15 2t rocznie (8 zt pdlrocznie). — MEODY MATEMATYK
w osobnej prenumeracie kosztuje 4 21 rocznie (2,20 zt pétrocznie), Przy
zbiorowej prenumeracie (pod wspélna opaska) cena znizona: od 10 egz, —
po 3,60 zl rocznie (2 =zt polrocznie), od 20 egz. — po 3,20 zt rocznie
(1,80 zt péirocznie), — Oddzielny zeszyl kosztuje 50 groszy.
Adres Redaktora: A. M, Rusiecki, Warszawa, ul, Koszykowa 31, m. 5,
Adres Administracji; Poznan, Al Marcinkowskiego 22,

Konto czekowe P, K. O. Poznan, Nr, 213622, Wlasciciel konta;
PARAMETR — MLODY MATEMATYK.

Redaktor odpowiedzialny: Antoni Marjan Rusiecki w Warszawie, —

e U8
Wydawea: Drukarnia
i Ksiegarnia sw, Wojciecha, — Tloczono w Drukarni §w. Wojcie

cha w Poznaniu,

NETREHIRE lIIIIIII!IilIl:l![FI\I\Illllllll!l!l[l\I1IflJI!illll!lllilllflflFI\I1I}I:IIIIIIIIIIIIIFI\l!l\IfIililllllllllllllll(lIIFI

NOTATKI BIBLJOGRAFICZNE,

= PERSPEKTYWA | MALARSKA | Zasady — Zarys historyczny —
Estetyka | Napisat | Dr, Kazimierz Bartel | Profesor Politechniki Lwow-
skiej | Tom L | Z 397 ilustracjami &S Ksiqimca-Atlas | 1 | Lwéw—War-
szawa | 1928 | = W zrzedtytule: Nauka i Sztuka | Tom XVI |

For. 24%17. Rys. 397. Cena zl 45—, w plotnie zt 52—,

Rozdzialy: 1. O odwzorowaniu perspektyw_icznem na plaszczyznie,
— II. Zasady plaskiej perspektywy stosowane!. — _III, Perspektywa
krzywych stozkowych, — IV, Perspektywa_ powierzchni obrotowych, —
V. Perspektywa obrazéw odbitych w zw1erc1at_ilach plaskich, — VI,
Konstrukeja cieni. — VII, Perspektywa posrednia,

= PRZEGLAD MATEMATYCZNO - FIZY_CZNY: KWa_.rtalnik na-
ukowy i pedagogiczny. Pod redakcja Wt Wojtowicza i S. Str a-
szewicza, .

Rok I. 1923, Nr, 1, — Cena zl 150. (W roku 1923 wyszed? tylko

Iedenlzz;ﬁzﬁ!'wza;. Nr. 3—4, — Cena 2zt 3—, (Zeszyt Nr. 1—2 wy.
czermf{rgg'lll. 1925, Nr. 1—2 i 3—4, — Cena 7t 6.—, (Komplet rocs-
nika I11,) o ¢

Zaméwienia nalezy kierowaé do Ksiginicy-Atlas (Lwéw, ul, Czar-
nieckiego 12),

= PRZYRODA 1 TECHNIKA, Miesigcznik, poswiecony naukom
przyrodniczym i ich zastosowaniu. Prenumerata roczna — zi 8,40, Adres
Administracji: KsigZnica-Atlas, Lwow, Czarnieckiego 12, — P.K. O,
Konto Nr, 149598,

= F. Burdecki | PODROZE | MIEDZYPLANETARNE | 25ilustracyj |
Ksigznica-Atlas | | | Lwéw-Warszawa | 1929, _
For, 195 X 131, Str.904 1% rys. 22, Cena w opr. zt 4,80,

= Dr. Feliks Burdecki | TAJEMNICE MARSA | 24 rycin i 6 tablic |
Ksigznica-Atlas | | | Lwow-Warszawa | 1931.

For. 191 X 131, Str. 4° + 174, rys. 24 i tablic 6. Cena w OpriEziy
I(IJI\I1l1liIIIIlIIIIIIIIlII;IlIlFI\I\ImIJlllElllrI\l\I1IJlilllllllllllilllll:l!lrlrl\I\l\IJIIIIIIIIIIIIIIIIIFIII\IJIJIJIII!IIIIIIIIIIII
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: OD WYDAWNICTWA! !
£ Do P. T. Prenumeratoréw ,Parametra®. -
E Przypominamy ze czas wznowié prenumerate pisma 3
=5 drugie polrocze 1931, Nastepny zeszyt ,,Parametras §
% ukaze sig z poczatkiem wrzeénia b, r. Kto przed 31. 2
EE_ sierpnia nie zawiadomi o cofnieciu prenumeraty, bedzie §
E uwaZzany za abonenta na drugie pélrocze b. r. 2
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