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1. Wstep

Za kazdym razem, gdy pojawia si¢ nowa teoria naukowa, wita ja grono
sceptykéw domagajac siec dowodu, ze jest ona rownie dobra, jak teoria, ktora
mogtaby zastapi¢. Dlatego ,,gtéwnym problemem naukowym XVII wieku” by-
to udowodnienie, ze prawo grawitacji Izaaka Newtona pozwala wyprowadzi¢
takie same wnioski, jak starsze prawa Johannesa Keplera. Ten stynny oneg-
daj matematyczny problem zostal rozwigzany ponizej w innowacyjny sposob
bez uzycia trygonometrii oraz zadnej ze ,sprytnych sztuczek analitycznych”,
a jedynie za pomocg elementarnego rachunku rézniczkowego i catkowego.

Zaktadajac, ze planety poruszaja sie zgodnie z prawami Keplera (ktore
omoéwiono w rozdziale drugim), mozna wyprowadzi¢ wzor na przys$pieszenie
planetarne zwane centralnym réwnaniem odwrotnosci kwadratow Newtona
(zob. wzor (12)) ponizej). Wzor ten odkryl po raz pierwszy Newton. Pra-
wo grawitacji Newtona zostanie udowodnione w prosty i bezposredni spo-
soOb w rozdziale trzecim. Twierdzenie odwrotne, zgodnie z ktérym centralne
réwnanie 1/R? implikuje istnienie orbit keplerowskich, zostalo udowodnione
w rozdziale czwartym.

Te dwa udowodnione tutaj twierdzenia zostaly po raz pierwszy opubli-
kowane przez Newtona w 1687 roku w traktacie naukowym Matematyczne
zasady filozofii naturalnej (tac. Philosophiae Naturalis Principia Mathemati-
ca, w skrocie Principia). Newton przyznal, ze dzieto to jest celowo ,zawite”,
stad tez caly czas trwa spor dotyczacy stusznosci przedstawionych przez niego
dowodéw. W przeciwienstwie do Principii, ponizsze krotkie dowody sygnali-
zowanych twierdzen sa do$é przejrzyste.

Prawa Keplera sa "rozniczkowane" w rozdziale trzecim przy uzyciu je-
dynie wspotrzednych kartezjanskich. To nowatorskie podejscie kontrastuje
ze standardows technika przeksztalcania odpowiednich réwnari do wspol-
rzednych biegunowych. Chociaz dowdd twierdzenia odwrotnego w rozdziale
4 jest zasadniczo taki sam, jak dowody podane przez kilku innych autoréow,
wiec wydaje sie, ze kazdy krok w rozdziale 4 nastepuje naturalnie, wynikajac
z poprzedzajacych go spostrzezen. Metoda z rozdzialu 4 jest przedstawio-
na w sposob klarowny, ktéry korzystnie wypada w poréwnaniu z bardziej
powszechnymi sposobami dowodzenia twierdzenia odwrotnego.



2. Przeglad praw Keplera

Kepler wywnioskowal swoje prawa korzystajac z danych dostarczonych
przez dunskiego astronoma Tychona Brahego (zob. [I]). Brzmia one naste-

pujaco:

e Kazda planeta Uktadu Stonecznego porusza sie po orbicie w ksztalcie
elipsy, a Stonce znajduje sie w jednym z ognisk tej elipsy.

e Odcinek taczacy planete ze Storicem, czyli promien wodzgcy planety, za-
kresla obszary o jednakowych polach powierzchni w rownych odstepach
czasu.

e Kwadrat okresu ruchu planety po orbicie, podzielony przez szescian dtu-
gosci polosi wielkiej tej orbity daje te sama wartos¢ dla wszystkich planet.

Dwa pierwsze prawa zostaly przedstawione w ksigzce Keplera Astrono-
mia Nova, ktora zostata opublikowana w 1609 roku. Natomiast trzecie prawo
(tzw. prawo harmoniczne) zostato zaproponowane w 1619 roku w ksiazce Har-
monice Mundi. Odkrycie tych praw bylo najwiekszym osiagnieciem w astro-
nomii od czasow, kiedy dziewietnascie wiekéw wczesniej Arystarch (grecki
astronom) wywnioskowal, ze planety kraza wokot Stonca.

Elipsy to oczywiscie krzywe zamkniete powstate w wyniku przeciecia stoz-
ka przez plaszczyzny przecinajace o$ stozka. Badane byly juz przez staro-
zytnych Grekow, ktorzy udowodnili, ze odlegtosé dowolnego punktu P elip-
sy od jej ogniska podzielona przez odlegtos¢ tego punktu od jej kierownicy
jest wielkoscia stata, ktora tradycyjnie oznaczamy przez € i nazywamy mi-
mosrodem (na rysunku ponizej jako P wybrano odpowiedni punkt przecie-
cia elipsy przez os OY). Piekny dowdd tej wlasnosci, nazywanej wlasnoscia
ognisko-kierownica, zostal opracowany w 1822 roku przez G. P. Dandelina.
Znajduje on zastosowanie zaréwno dla krzywych stozkowych zamknietych
(0 < e < 1) jak i otwartych (¢ > 1).

Kierownica

y |

Planeta

Storice bedace w
ognisku elipsy

Prawa Keplera mozna przetozyé na réwnania poprzez przedstawienie poto-
zenia planety jako punktu na plaszczyznie Ozxy, o wspohrzednych (X,Y)
po uptywie czasu t (patrz rysunek). Storice znajduje sie w punkcie (0,0)
(poczatek uktadu wspoélrzednych), a kierownica planety jest prostopadla do
osi x i znajduje sie w odleglosci D/e od Storica. Wartos¢ D nazywamy
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,semi-latus-rectum” krzywej stozkowej. Zgodnie z pierwszym prawem Ke-
plera wykorzystujac pojecie mimosrodu elipsy odlegloéé euklidesowa R =
V X2+ Y? planety od Storica dana jest wzorem:

R=D —¢eX. (1)

Drugie prawo Keplera mozna sformutowaé¢ podobnie, w réwnie prosty spo-
sob. Jesli planeta osiaga o$ y w czasie ty, to obszar zakreslony przez promiert
wodzacy planety pomiedzy czasem t i ty jest rowny réznicy mnogosciowej
obszaru pod krzywa oraz trojkatnego obszaru znajdujacego sie ponizej pro-
stej przechodzacej przez Stonce i planete po czasie t (patrz rysunek). Na tej
podstawie otrzymujemy réwnanie

/ydw—X;/:C(t—to), (2)

gdzie C' jest stalym stosunkiem pola zakreslonego obszaru do czasu, ktory
uptynat (nowa stala t, musi zosta¢ wprowadzona za kazdym razem, gdy
planeta przecina o$ x).

Catkowite pole obszaru ograniczonego przez orbite podzielone przez czas
trwania ruchu jest oczywiscie rowne C'. Nietrudno tez udowodnié, ze pole

1
elipsy wynosi mab, gdzie a = D {1 - 82}71 oraz b =D [1 — 52}75 oznaczaja
dlugosci obydwu pétosi elipsy (te dwie zaleznosci mozna tatwo wyprowadzié
wykorzystujac zaleznosé (1 )H
Trzecie prawo Keplera brzmi nastepujaco:

CQ

L' Ze wzoru dla punktu (a —Va? — b2, O) orbity dostajemy:

a— a2—b2:D—5(a—\/M),

D=a(l+¢) (1— 1—(z>2),

b\ 2
przy czym ze znanej zaleznosci dla mimosrodu € = /1 — () , dostajemy:
a
D
1—e2’
a nastepnie
2 2 212
1—
21 b :1_b( 6)7
a D2
B2(1 — £2)2
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gdzie stata ,, K jest taka sama dla wszystkich planet.
Podsumowujac, prawa Keplera przyjmuja posta¢ rownan odpowiednio (|1)),

(IR

3. Dowdd réwnania centralnego 1/R?

Uzyjemy teraz praw Keplera do wyznaczenia przyspieszenia planety. Roz-
niczkujac R otrzymujemy:

dR d X pyde 1T dX  _dY dX
= /X2 4ye=""d "~ d _ " | x Ly | Y _"~ 4
a —av T VXZ+Y2 R [ a " dt] : 4)

dt
Teraz rozniczkujac oraz korzystajac z podstawowego twierdzenia rachun-
ku calkowego, dostajemy:

dX 1 dX dY
X))l x Y| =
v G 2{ a dt] ¢ (5)
skad po uwzglednieniu y(X) =Y znajdujemy:
dX dy
vy o x% — a0 (6)

dt 7 dt

Z réwnan , @ i , po wykonaniu prostych przeksztatcen algebraicznych
otrzymujemy dwie sktadowe wektora predkosci planety:

dX 20 Y
d¢ D R (7)
oraz

&y 20 X 20e

@~ D R D ®)

Teraz rézniczkujemy réwnanie @:

d*X A’y
y— =

—X— =0. 9
dt? dt? 0 )

Roézniczkujac oraz wykorzystujac rownania @ i otrzymujemy:

22X 20 d[Y]_QC dl Y ]:

dt? ~ D dtlR] D dt |VXZtV2
2 (X24+Y2)dy -y [ XL 4 Y&
D (X2+Y2)%

20 XPE XYLl o0 (—20X)  —4KX

D R3 D R3 R3

czyli



d’X  —4KX
o m (10)

Ze wzgledu na symetrie (mozna zamieni¢ rolami X z Y przy rézniczko-

waniu — | ostajemy:

2y 2 d[X]__QC’ V2 -YXE @ 20 20Y  —4KY
d2 D dtlR] D R3 D R¥  R®
czyli
?Y  —4KY
a2~ RS (11)

Wzér ten mozna tez wyprowadzié z @ i
Roéwnania i mozna zapisa¢ w sposob zwiezty wykorzystujac zapis
wektorowy R = [X,Y]:

@R —4KR
a2 R3O
Roéwnanie jest centralnym réwnaniem odwrotnosci kwadratow Newtona.

To réwnanie wyraza prawo grawitacji Newtona dla szczegolnego przypadku,
w ktorym masa planetarna jest znikoma (pomijalna).

(12)

4. Tworzenie praw Keplera

Sformutujmy teraz nastepujacy problem, czy ograniczona orbita jesli nie
jest keplerowska, to moze spelnia¢ rownanie ? Moéwiac inaczej, czy plane-
ta moze przyspieszac¢ zgodnie z warunkiem i nie spetniaé¢ przy tym praw
Keplera? Udowodnimy, ze istnienie takiej orbity jest niemozliwe, poprzez
odtworzenie praw Keplera z ((12). Dodajmy jeszcze tylko, ze przyjmuje sie za
pewnik, iz ruch planety odbywa sie w plaszczyznie (chociaz jest to tatwe do
uzasadnienia).

Roéwnania i prowadza do @, a catkowanie przez czesci @ daje
@ a nastepnie (2)). Podstawienie zaleznosci @ do kluczowej tozsamosci:

dryl d Y X [ dy _dXx
ﬁb%ﬁJﬁﬁﬁ%zRJXﬁ_yﬁ] (13)
daje:
d Y] -—20X
dt{R}_ R (14)

Ze wzgledu na i otrzymujemy
d {Y] _C PX
dt LlR] 2K dt*’

6



Y C dX
—-—=—-—+4A 15
R 2K dt T4 (15)
gdzie A jest stala catkowania.
Zamieniajac rolami X 1 Y we wzorze dostajemy kolejng tozsamosc,
ktora
w polaczeniu z @ daje:

d

X 20Y
— == . 1
dt R} R3 (16)
Teraz korzystajac z otrzymujemy:
d[X] __C &Y
dt LRl 2K dt*’
X —-C dY
—=—-—+8B 1
R 2Kk a7 (17

gdzie B jest kolejng stata. Podstawiajac i do warunku @ dostaje-

my:

CQ
— + AY + BX = R. (18)
K

Jezeli A = B = O, to powyzsza rownos$é¢ opisuje okrag. W przeciwnym

przypadku réwnanie opisuje krzywa stozkowa z ogniskiem bedacym po-
1
czatkiem uktadu wspotrzednych, mimosrodem wynoszacym {AQ + Bﬂ * oraz

kierownica okreslona wzorem:

2

i{,—l—Ay—i—B:c:O. (19)

Taka interpretacja rownania (18) wynika z prostego faktu geometrii anali-
tycznej, ze odlegtosé punktu (z,,y,) od prostej ax + by + ¢ = O jest réwna

D=

laz, + by, + | [az + bﬂ_

Ten dobrze znany faktﬂ mozna réwniez zastosowaé do rownosci w celu
znalezienia odleglosci ogniska od kierownicy. Zatem oczywiste jest to, ze od-
legtos¢ "ognisko-kierownica" jest zgodna ze wzorem . W konsekwencji,
jesli centralne réwnanie odwrotnosci kwadratéw Newtona jest prawdziwe,
to wszystkie ograniczone orbity musza spetnia¢ prawa Keplera, co nalezato
udowodnié.

2 Po wszystkie wykorzystane tu twierdzenia geometrii analitycznej odsytamy zainte-
resowanego Czytelnika do podrecznika [2]



Literatura

[1] John North, Historia astronomii i kosmologii, Wyd. Ksiaznica, Katowice, 1997
[2] Franciszek Leja, Geometria analityczna, PWN, Warszawa



	Wstęp
	Przegląd praw Keplera
	Dowód równania centralnego 1/R2
	Tworzenie praw Keplera
	Literatura

