Ramanujan

-postaé¢ niezwykta

Opracowano na podstawie wprowadzenia do pracy inzynierskiej Pani Anny
Car pod tytutem ,O pewnych tozsamo$ciach Ramanujana, czyli epizody z po-
nadczasowego dorobku.” Promotorem tej pracy obronionej z sukcesem byt
dr inz. Roman Witula.

Uzupelnien i aktualizacji redakcyjnej dokonaly natomiast Julia Przybyla
oraz Wiktoria Tomasik. Korekte wykonal Roman Witula na przelomie 2021/22.



1. Kim byt Ramanujan?
Srinivasa Aiyangar Ramanujan
22 grudnia 1887 - 26 kwietnia 1920

Byl jednym z najwiekszych matematycznych geniuszy. Pochodzil i wychowat
sie¢ w Indiach. Jego prace z zakresu teorii liczb oraz badania prowadzone nad
funkcjami eliptycznymi, ulamkami lancuchowymi oraz szeregami nieskonczony-
mi odegraly kluczowsg role w rozwoju wielu dyscyplin matematycznych.

Powyzsze zdjecie pochodzi ze znaczka, ktory zostal wydany specjalnie na
cze$¢ Ramanujana w 75-ta rocznice jego urodzin przez Urzad Pocztowy w In-
diach.



2.

Kalendarium Ramanujana

1
REEDOEJE\P _-~./  DHARAMPURI
KARNATAKA
' Taldvatdiy, -7 b =
; u;:ankum DY
/ N ‘-‘ Basuvanpuram ; SALEM
i Binakapahall L Chennampatty
i ittavadi - . |
g = sKalkadambur w .
! Dimbams WAmmapettai
h I . - i
Ty .,sanmi Anthiyusy
Knndayampa')uyam
Tortipl f
NILGIRIS _ﬂ TR ’J 1‘1‘1 l K7
vl ?ﬁ - -
'*’ bek SO L et 'ﬁ..u.n . T—
. Fmumanaot Kavundapparl R i
e o sKolappalur o
Punjaipuliyam; 'thw  asinnalr / ER%DE ARAKIGE
NH-47 \
COIMBATORE N N
Flumathur
LEGEND ) Malﬂymﬂhwam- 5
National Highway (he’“"’“ah" *rachalur
Maior Road TIRUPPUR A
.. District Boundary e AN
|- - - State Boundary 4 - Kedumudi |
@ Detha Map not fo Scale T
®  Other Town | Copyright ® 2012 www.mapsofindia.com ;
®  Major Town {Updated on 24th January 2012) P KARUR

Rysunek 1: Plan miasta Erode

e 22 grudnia 1887
Przyszedl na $wiat w domu swojej babci w Erode (stan Tamilnadu),

w Indiach, jako syn ubogiego ksiegowego. Jego rodzina byla bardzo biedna

i nie bylo jej sta¢ na zapewnienie mu gruntowego wyksztalcenia.

e 1898
Po przeprowadzce z matka do Kumbakonam rozpoczal nauke w tamtejszej

Rysunek 2: Dom Ramanujana

Town High School.

e 1900
Jego pierwsze blizsze spotkanie z matematyka. Odtad ,pracowal” nad



szeregami geometrycznymi i arytmetycznymi. Byl w stanie opanowaé wiele
poje¢ matematycznych pomimo, ze nie mial dostepu do zadnych bardziej
zaawansowanych ksiazek poswieconych matematyce. Ramanujan byl tak
biedny, ze swoje wyniki musial zapisywac¢ na szkolnej tablicy, a nastepnie
tylko koncowe rezultaty przepisywal do notatnika.

1902

Po raz pierwszy pokazano Ramanujanowi jak rozwigzuje si¢ rownania kwa-
dratowe, ale juz w wybranych réwnaniach czwartego i piatego stopnia
wprowadzal wlasne metody.

~ 1902

W bibliotece natknal si¢ na ksiazke zatytulowana ,Streszczenie podsta-
wowych wynikéw w matematyce teoretycznej” autorstwa G.S.Carr’a.
Ksiazka ta zawiera 6000 twierdzen matematycznych, jednak wszystkie zo-
staly przedstawione bez dowodéw. Ramanujan wyznaczyt sobie

cel - odnalezienie wszystkich brakujacych dowoddéw.

Pracowal nad tym samodzielnie, korzystajac z zasobow biblioteki. Ksiazka
ta okazala si¢ prawdziwg inspiracja dla mtodego geniusza. Po raz pierwszy
zostala opublikowana w roku 1880.

1904

Badal szereg harmoniczny oraz obliczyt stala Eulera do 15 miejsca po
przecinku. Coraz bardziej interesowaly go wlasnosci liczb. W tym roku
uzyskatl stypendium jak réwniez rozpoczal nauke w Government College
w Kumbakonam.

1905
Odebrano mu stypendium, z powodu zaniedbywania wszystkich przedmio-
tow za wyjatkiem matematyki.

1906

Zostal przyjety do Pachayappa’s College w Madras. Wnikliwie studiowal
funkcje eliptyczne. Zachorowal po trzech miesiacach przebywania w col-
lege’u. Pomimo opuszczenia wielu zajeé¢ (za wyjatkiem matematyki) zdat
egzaminy.

1908
Pogtebial swoja wiedze w zakresie szeregéw rozbieznych oraz ulamkdow
tancuchowych ciaglych. Jego stan zdrowia wyraZnie sie pogarszal.

14 lipca 1909

Slub zaaranzowany przez jego matke z dziewiecioletnia S. Janaki Ammal.
Jednak Ramanujan zamieszkal ze swoja zona dopiero, gdy ukonczyla

12 rok zycia.

1910
Poznal Diwana Bahadur Ramchandra Rao, jednego z zaltozycieli Indian
Mathematical Society. Przez pewien czas wspieral Ramanujana finansowo,



gdyz zdawal sobie sprawe, ze ma do czynienia z osoba o nieprzecietnym
talencie.

1911

Odkryl nowe zaleznosci pomigdzy modularnymi funkcjami eliptycznymi.
Po raz pierwszy opublikowano jego prace na temat liczb Bernoulliego przez
Mathematical Society.

1912

Celem zapewnienia sobie oraz rodzinie srodkéw do zycia rozpoczal prace
jako urzednik w Urzedzie Pocztowym w Madras. W wolnym czasie kon-
tynuowal badania matematyczne. Wyniki zapisywal na kartkach, ktore
udalo mu sie potajemnie wynie$¢ z miejsca pracy.

1913

Za namowa swoich kolegéw wystal wszystkie swoje prace do stynnego ma-
tematyka z Anglii Godfrey’a Hardy’ego. Jego wzory okazaly sie¢ zupelnie
nowatorskie z tego powodu, ze nie mial on dostepu do jego wspdtczesnych
prac w tej dziedzinie. Nie zdawal sobie sprawy, ze obok wzoréw zupel-
nie nowych, inne byty juz znane. W takich okolicznosciach wszystkie jego
wyniki byly catkowicie oryginalne. Pomoc Hardy’ego w karierze matema-
tycznej Ramanujana z perspektywy czasu okazala si¢ nieoceniona. To za
jego sprawa Ramanujan otrzymal stypendium na uniwersytecie w Madras,
gdzie po raz pierwszy moégl poéwieci¢ swoj czas calkowicie na badania.

17 marca 1914

Ramanujan opuscil Indie celem rozpoczecia nauki w Trinity College (Cam-
bridge) w Anglii. Hardy przekonany o genialnoéci Ramanujana wykorzy-
stal swoje wplywy w kregach matematycznych, zeby umozliwi¢ mu przy-
jecie na uniwersytet. Tutaj Ramanujan kontynuowal swoje badania.

16 marca 1916
Ukonczyt studia w Cambridge uzyskujac dyplom ukonczenia uniwersytetu
w dziedzinie ,Nauk i badan na wysoce skomplikowanych liczbach”

1917
Zimny, wilgotny klimat panujacy w Anglii niekorzystnie wplywal na zdro-
wie Ramanujana. Powaznie zachorowal na gruzlice.

18 luty 1918
Zostal wybrany cztonkiem Philosophical Society w Cambridge.

2 maja 1918
Jako pierwszy Hindus zostal wybrany cztonkiem Royal Society of London
(instytucja ztozona w 1660 roku.)

10 pazdziernika 1918
Na okres 6 lat zostal wybrany czltonkiem Trinity College w Cambridge.



e 27 luty 1919
Ze wzgledu na pogarszajacy sie stan zdrowia powrocit do Indii.

e 26 kwietnia 1920
Zmarl w Madrasie

3. Historia pewnej znajomosci

Godfrey Harold Hardy

7 kwestii odkrycia Ramanujana jako nadzwyczajnego matematycznego ta-
lentu, Hardy wcale nie robit tajemnicy. Napisal, ze byt to jedyny romantyczny
incydent w jego zyciu; w kazdym razie jest to wspaniata historia, i to taka,
w ktoérej zastugi spadaja cala lawing na prawie wszystkich (z dwoma wyjatka-
mi) jej bohateréw. Pewnego ranka na poczatku 1913 roku Hardy znalazl wéréd
listéw lezacych na stole obok $niadania, wymieta koperte ozdobiona indyjski-
mi znaczkami. Gdy ja otworzyl, znalazl w niej kartki nie pierwszej $wiezosci,
zapisane odrecznie rzedami obcojezycznych symboli. Hardy zerknal na nie bez
entuzjazmu. Byl juz wtedy, w wieku trzydziestu szesciu lat, Swiatowej stawy
matematykiem, a Swiatowe] stawy matematycy, jak juz zdazyl zauwazy¢, sa
wyjatkowo narazeni na kontakty z dziwakami. Przywyk!l zatem do otrzymywa-
nia rekopiséw od obcych ludzi, dowodzacych proroczej madroséci budowniczych
piramidy Cheopsa, prawdziwosci rewelacji Medrcéow Syjonu lub kryptograméw,
ktore Francis Bacon umiescit w sztukach ,osobnika” zwanego Szekspirem.

Tak wiec Hardy czul si¢ przede wszystkim znudzony. Patrzyl na list skleco-
ny tamana angielszczyzna i podpisany przez nieznanego Hindusa, proszacego,
by wydal sad o jego odkryciach matematycznych. Rekopis wydawal sie skta-
daé z twierdzen w wigkszosci szalonych i fantastycznych, w jednym czy dwdch



przypadkach dobrze juz znanych, przedstawionych tak, jakby byly oryginalnym
dzietem autora. Brakowalo jakichkolwiek dowodéw. Hardy byl nie tylko znudzo-
ny, ale i poirytowany. Wygladalo mu to na szalbierstwo, ale niezwykle osobliwe.
Odlozyt rekopis i powrécil do zaplanowanych na ten dzien zajeé. Poniewaz tok
zaje¢ Hardy’ego nie zmienial sie przez cale jego zycie, mozemy go zrekonstru-
owa¢. Najpierw przy $niadaniu przeczytal ”Timesa”. Dzialto sie to w styczniu
i jezeli w gazecie podano by wyniki australijskich rozgrywek krykietowych, roz-
poczalby lekture od bacznego ich przestudiowania.

Maynard Keynes, ktéry zaczal kariere jako matematyk i ktéry byt znajo-
mym Hardy’ego, zbesztal go kiedy$ moéwiac, ze gdyby w identycznym skupieniu
kazdego dnia przez pol godziny czytal notowania akcji na gietdzie, mogltby bez
watpienia zosta¢ bogatym cztowiekiem.

Nastepnie od okolo dziewiatej do pierwszej Hardy - o ile nie wyglaszal te-
go dnia wyktadu - pracowal nad wlasnymi teoriami. Zwykl mawiaé, ze cztery
godziny twoérczej pracy dziennie to dla matematyka granica mozliwosci. Lunch,
lekki posilek w reflektorium. Po lunchu biegl na partie tenisa na uniwersyteckich
kortach. PéZznym popoludniem spacer z powrotem do mieszkania. Jednakze tego
dnia, cho¢ w jego harmonogramie nie zaszly zadne zmiany, umyst Hardy’ego nie
pracowatl zgodnie z planem. Tkwiace w jego zakamarkach wspomnienie rekopisu
z Indii nie dawalo mu spokoju, psujac cala przyjemnosé, jaka czerpat z wia-
snych rozwazan. Szalone twierdzenia! Twierdzenia, jakich nigdy wczesniej ani
nie widzial, ani sobie nie wyobrazal! Genialny oszust? To pytanie zrodzito sig¢
w glowie Hardy’ego. Jego umyst sprowadzil je do postaci zwiezlej i klarowne;j:
czy pojawienie si¢ genialnego oszusta jest bardziej prawdopodobne od poja-
wienia sie genialnego matematyka? OdpowiedZ najwyrazniej brzmiata: "nie”.
Powréciwszy do swego mieszkania w college’u, jeszcze raz obejrzal rekopis. Po-
stal wiadomosé Littlewoodowi (przypuszczalnie przez gonca, a z pewnoscig nie
przez telefon, ktéry - podobnie jak wszystkie urzadzenia mechaniczne, z wiecz-
nymi piérami wlacznie - traktowal z gleboka nieufnoscia), ze po kolacji musza
co$ omowic.

Gdy positek dobiegt konca, mogla nastapi¢ drobna zwloka. Hardy lubil wy-
pi¢ kieliszek wina, lecz mimo wspaniatych dziel Alana St. Aubyna - pseudonim
autorki brytyjskiej Frances L. Marshall (1839-1920), ktére rozpalily jego mlo-
dziencza wyobraznie, przekonal si¢ juz, ze nie przepada za przesiadywaniem
w pokoju klubowym przy winie i orzeszkach. Littlewood natomiast bardzo to
lubil. Zatem mogta nastapi¢ zwloka. Tak czy owak, mniej wiecej o dziewiate]
znalezli sie¢ w jednym z pokoi Hardy’ego nad roztozonym przed nimi rekopisem.

Oto zdarzenia, przy ktérym czlowiek chcialby byé obecny, by ujrzeé, jak
podchodza do rozwiazania tego problemu: Hardy, ze swa bezlitosng klarowno-
$cig umyshu potaczona z intelektualna ostentacja i Littlewood, obdarzony wielka,
wyobraznia, zdolno$ciami i poczuciem humoru. Dyskusja nie zajeta im duzo cza-
su. Przed wybiciem pdélnocy wiedzieli, wiedzieli na pewno: autor tego rekopisu



byt geniuszem. Tyle zdotali stwierdzi¢ tamtego wieczoru. Dopiero p6zniej Hardy
doszedl do wniosku, ze Ramanujan, w kategoriach wrodzonego geniuszu mate-
matycznego, miesci sie w klasie Carla Freidricha Gaussa i Leonarda Eulera;
jednak ze wzgledu na braki w wyksztalceniu i zbyt péZne pojawienie si¢ na sce-
nie dziejéw matematyki nie moze oczekiwaé, iz doréwna im wielkosciag wkiadu
w jej rozwd)j.

To wszystko wydaje sie proste - wielcy matematycy powinni by¢ zdolni do
wydania tego rodzaju sadu. Wspomniano jednak o dwoch osobach, ktére nie ja-
wia sie¢ w tej historii w pozytywnym Swietle. Rycerski Hardy zatail ten fakt we
wszystkim, co méwit i napisal o Ramanujanie. Ludzie, o ktorych chodzi, nie zyja
juz jednak od wielu lat i pora powiedzie¢ prawde. Hardy nie byl pierwszym wy-
bitnym matematykiem, ktéry otrzymalt rekopis Ramanujana. Przed nim czytali
go dwaj uczeni, obaj bedacy Anglikami, obaj najwyzszej miary. Kazdy z nich
odestal rekopis bez komentarza.

W kazdym razie nastepnego dnia Hardy przystapil do dzialania. Zdecydowat,
ze Ramanujana trzeba sprowadzi¢ do Anglii. Pieniadze nie byly duzym proble-
mem. Trinity Collage zwykle potrafil wspiera¢ nieszablonowe talenty (pare lat
pdzniej jego wladze uczynily to samo dla Piotra Kapicy - znanego rosyjskiego fi-
zyka, p6zniej w 1978 roku zostal laureatem nagrody Nobla). Z chwila gdy Hardy
zagial na co$ parol, zadna ludzka sita nie mogta go powstrzymacé. Potrzebowat
jednak pomocy ze strony sit nadprzyrodzonych.

Okazalo sie, ze Ramanujan to biedny kancelista z Madrasu, utrzymujacy
si¢ wraz z zong z dwudziestu funtéw rocznego dochodu. Byl jednak réwniez
braminem, niezwykle surowo przestrzegajacym nakazdéw swej religii, i mieszkat
z matka, ktora przestrzegala go jeszcze Scislej. Wydawalo sie niemozliwoscia, by
zdotal ztamaé te zakazy i przeptynaé ocean. Na szczeScie matka Ramanujana
darzyla najwyzsza czcia boginie Namakkal. Pewnego ranka oznajmila synowi
zaskakujacg nowine. Poprzedniej nocy miala sen, w ktérym ujrzala go siedza-
cego w wielkiej sali poérod grupy Europejczykdéw, a bogini Namakkal zabronita
jej przeszkadzaé¢ synowi w urzeczywistnianiu zyciowego celu. Indyjscy biografo-
wie Ramanujana twierdza, ze dla wszystkich zainteresowanych byta to bardzo
przyjemna niespodzianka.

W 1914 roku kancelista z Madrasu przyby! do Anglii. Na ile Hardy zdotal
to wykry¢, Ramanujan - mimo trudnoéci ze zlamaniem kastowych zakazéw - nie
wierzyt w teologiczna doktryne bardziej niz on sam. Z pewnoscia jednak prze-
strzegal rytualow. Gdy wladze Trinity ulokowaly go w college’u - po czterech
latach zostal jego czlonkiem. Hardy zastawal go zwykle ubranego w przepisane
rytuatem luzne szaty, smazacego z dos¢ zalosna ming warzywa w swoim pokoju.



Ramanujan (po $rodku) i Hardy (po prawej) z innymi naukowcami przed
Domem Senatu Uniwersytetu Cambridge w Anglii.

Ich wspotpraca miata osobliwie wzruszajacy charakter. Hardy nie zapomniat,
ze obcuje z geniuszem; geniuszem, ktory nawet w matematyce byl prawie zu-
pelnie nie wyszkolony. Ramanujan nie mdgl wstapi¢ na Uniwersytet Madraski,
poniewaz nie zdotal zda¢ egzaminu wstepnego z angielskiego. Zgodnie z rela-
cja Hardy’ego byl zawsze sympatyczny i dobroduszny, lecz Hardy niewatpliwie
wprawial go czasami w zaklopotanie rozmowa na tematy nie zwiazane z mate-
matyka. Pewnie stuchal go z cierpliwym usmiechem na swej zacnej, przyjaznej
i pospolitej twarzy. Nawet w matematyce musieli godzié¢ sie z réznicg w swoim
wyksztalceniu. Ramanujan byl samoukiem: nie mial pojecia o rygorach wspoét-
czesnej nauki, niezbyt dobrze wiedzial, na czym polega dowdéd. W nietypowej dla
siebie chwili intelektualnej niedbatosci Hardy napisat, ze gdyby Hindus otrzymat
lepsze wyksztalcenie, nie bylby taki ramanujanski. Powréciwszy do ironicznej
przytomnosci, Hardy poprawil sie i przyznal, ze to stwierdzenie bylo nonsensem.
Gdyby Ramanujan mial lepsze wyksztalcenie, stalby sie jeszcze wspanialszym
matematykiem. W rzeczywistoéci Hardy musial mu udzieli¢ paru lekcji kon-
wencjonalnej matematyki, tak jakby Ramanujan byl kandydatem, ubiegajacym
sie o stypendium w Winchester. Wspomnial pézniej, ze bylo to w jego zyciu
do$wiadczenie z niczym nieporéwnywalne: ujrzeé, jak wspdlczesna matematyka
wyglada dla kogos, kto gleboko wnikal w jej tajniki, lecz nigdy nawet nie styszat
o wigkszosci jej twierdzen.

W kazdym razie wspolnie napisali pie¢ prac najwyzszej proby, w ktorych
Hardy dowiéd!l swej olbrzymiej oryginalnosci. Przynajmniej raz wielkodusznosé
i wyobraznia zostaly w pelni nagrodzone.

Jest to historia wielkiej cnoty. Odtad ludzie raz postapili dobrze, zaczeli
postepowaé jeszcze lepiej. Warto pamietaé, ze Anglia oddala Ramanujanowi
wszelkie mozliwe honory. Royal Society wybralo go na swego czlonka, gdy mial



trzydziedei (co, nawet dla matematyka, jest wielkim zaszczytem w tak mlo-
dym wieku). W tym samym roku zostal takze czlonkiem Trinity College. Byl
pierwszym Hindusem, ktéry otrzymal te wyrdznienia. Odczuwat za nie wielka
wdzigcznosé. Wkrétce jednak zachorowal. W czasie wojny trudno byto go prze-
wiezé do kraju o lagodniejszym klimacie.

Hardy odwiedzal go na tozu $mierci w szpitalu w Putney. Wtasnie podczas
jednej z tych wizyt mial miejsce incydent z numerem taksowki. Hardy pojechal
do Putney takséwka, jak zwykle preferujac ten srodek lokomocji. Wszedl na
sale, w ktérej lezal Ramanujan i, jak zawsze niezreczny w rozpoczynaniu roz-
mowy, przypuszczalnie bez powitania, a z pewno$cia zaraz po nim, rzekt:

- Moja taksowka miata numer 1729. Odniostem wrazenie, ze to raczej nie-
ciekawa liczba.
Na to Ramanujan odpart:
- Alez nie, Hardy! Wcale nie! To bardzo interesujaca liczba. To najmniejsza
liczba, ktéra mozna przedstawi¢ na dwa rézne sposoby jako sume dwoch liczb
podniesionych do szescianu.

1729 = 13 + 123 = 9% + 10°

Uogolnienie tego pomystu doprowadzito do powstania idei liczb takséwko-
wych, tzn. nieskoficzonego ciagu najmniejszych liczb naturalnych, ktére mozna
na n réznych sposobéw zapisac jako sume dwoch szescianéw. Najwieksza obecnie
znana liczba takséwkows jest Ta(12), tzn. najmniejsza liczba naturalna, ktéra
mozna wyrazi¢ jako sume dwoch szeSciandéw na 12 réznych sposobdw.

Tak zapamietatl te wymiane zdan Hardy. Jego wspomnienia sa zapewne do-
kladne. Hardy byl przeciez najuczciwszym z ludzi, a poza tym nikt w zaden
sposob nie méglby tego wymy$li¢. Ramanujan zmart na gruzlice w Madras, dwa
lata po zakonczeniu wojny. Jak twierdzil Hardy w apelu poleglych matematy-
kéw zamieszezonym w 7 Apologii matematyka” jego autorstwa:

Galois zmart w wieku dwudziestu jeden lat, Abel - dwudziestu siedmiu, Ra-
manujan - trzydziestu trzech, a Riemann - czterdziestu. Nie znam przypadku
znaczacego postepu w matematyce, zapoczatkowanego przez czlowieka po pieé-
dziesiatce.

W 1976 r. w Trinity College znaleziono pudetko ze 130-stronicowym zbiorem
kartek, zwanym potem Zaginionym notatnikiem. Jego spudcizna matematyczna
to ok. 4000 wzoréw. Niektorych z jego liczbowych zaleznosci, bedacych najcze-
Sciej zaczatkiem nowych teorii, nikt dotad nie udowodnit.
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Sukcesje po Hardyn w temacie wzoréw Ramanujana, zwlaszcza na bazie
Zaginionego notatnika, przejal amerykanski matematyk Bruce Berndt i jego
wspolautorzy oraz studenci. Rezultatem ich dziatalnosci jest wiele prac w naj-
powazniejszych czasopismach matematycznych oraz pieé¢ tomoéw Ramanujan’s
Notebook wydanych przez Springera. Utworzono tez czasopismo Ramanujan Jo-
urnal, nalezace do topowych w matematyce.
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