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Wartości własne Wartości własne macierzy

Lokalizacja wartości własnych macierzy na płaszczyźnie
zespolonej

Pytanie

Dlaczego warto rozważać problem lokalizacji wartości własnych na
płaszczyźnie zespolonej?
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Zbiory Gerszgorina Definicja zbioru Gerszgorina

Definicja zbioru Gerszgorina

Definicja

Kołem Gerszgorina macierzy A ∈Mn×n(C), A = [ajk ]n×n nazywamy każde
koło na płaszczyźnie Gaussa opisane nierównością:

|λ− akk | ¬
∑
j 6=k

|ajk |.

Zbiorem Gerszgorina macierzy A nazywamy sumę mnogościową wszystkich
kół Gerszgorina danej macierzy.
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie

Dla dowolnej macierzy A ∈Mn×n(C) i dowolnej wartości własnej λ tej
macierzy, istnieje k = k(λ) ∈ N takie, że:

|λ− akk | ¬
∑
i 6=k

|aik |.

Zatem spektrum danej macierzy zawiera się w jej zbiorze Gerszgorina.
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Dowód

Weźmy dowolną wartość własną λ i odpowiadający jej wektor własny
x 6= 0,

x = [x1, ..., xn]
T ∈ Cn.

Zauważmy, że wtedy istnieje k ∈ {1, ..., n}, takie, że:

0 < |xk | = max{|xi | : i ∈ 1, ..., n}.

Dla tak dobranego k mamy: ∑
1¬i¬n

aki · xi = λxk

lub równoważnie:
(λ− akk)xk =

∑
i 6=k

aki · xi .
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Dowód c.d.

Teraz biorąc wartości bezwzględne obydwu stron równania, a także
korzystając z nierówności trójkąta otrzymujemy:

|λ− akk | · |xk | ¬
∑
i 6=k

|aki | · |xi | ¬
∑
i 6=k

|aki | · |xk | = |xk | ·
∑
i 6=k

|aki |.

Dzieląc obie strony przez |xk | > 0 otrzymujemy tezę.
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Zbiory Gerszgorina Lokalizacja wartości własnych w zbiorze Gerszgorina

Przykład 1. - Wartości własne znajdują się na brzegu
zbioru Gerszgorina

A =

 1 −1
1 −1


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Zbiory Gerszgorina Lokalizacja wartości własnych w zbiorze Gerszgorina

Przykład 2. - Dokładnie jedna wartość własna
zlokalizowana w każdym kole

B =


1 i 0

1/2 4 i/2
1 0 7



Alicja Wróbel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 8 / 40



Zbiory Gerszgorina Przykład 3.

Przykład 3. - Mogą istnieć koła, w których nie ma żadnej
wartości własnej
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Zbiory Gerszgorina Przykład 3.

Przykład 3. - Mogą istnieć koła, w których nie ma żadnej
wartości własnej

C =



0 4 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0
0 1 −2 0 0 0 0
0 0 1/8 −i 1/8 0 0
0 0 0 1/4 −2i 1/4 0
0 0 0 0 0 9/2 1/2
0 4 0 0 0 1/2 −9/2


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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Twierdzenie

Dla dowolnej macierzy A ∈Mn×n(C) i dowolnego wektora x > 0,
x = [x1, ..., xn] wartości własne macierzy A zawierają się w sumie
mnogościowej zbiorów postaci:

|λ− akk | ¬
∑
j 6=k

|akj | · xj
xk

,

Każdy taki zbiór nazywać będziemy x - kołem Gerszgorina o indeksie k ,
k = 1, ..., n.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Twierdzenie

Niech będzie dany zbiór S ⊂ {1, ..., n}. Jeżeli dla dowolnej macierzy
A ∈Mn×n(C), n ­ 2 i dowolnego wektora x > 0, dla którego x - koła
Gerszgorina o indeksach k ∈ S są rozłączne z kołami odpowiadającymi
indeksom należącym do dopełnienia zbioru S , to koła odpowiadające
indeksom ze zbioru S zawierają dokładnie |S | wartości własnych macierzy
A.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole

Wniosek

Jeżeli każde koło Gerszgorina jest izolowane, tzn. rozłączne z pozostałymi
kołami Gerszgorina, to w każdym kole znajduje się dokładnie jedna wartość
własna macierzy A.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Rzeczywiste wartości własne

Wniosek

Załóżmy, że elementy głównej przekątnej macierzy A i współczynniki
wielomianu charakterystycznego tej macierzy są rzeczywiste. Wówczas,
jeżeli koła Gerszgorina są parami rozłączne, to wszystkie wartości własne
macierzy A są rzeczywiste.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Rzeczywiste wartości własne - przykład 1

D =

 1 3− i
3 + i 1



Spektrum macierzy σ(D) = {1 +
√

10, 1−
√

10}
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Rzeczywiste wartości własne - przykład 2

E =

 1 −2
5 7



Spektrum macierzy σ(E ) = {4 + i , 4− i}
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 1

Wniosek

Jeżeli λ jest wartością własną macierzy A i defekt macierzy A− λE jest
równy m, to λ leży w co najmniej m różnych kołach Gerszgorina.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 1 - przykład

F =


1 0 0 1
0 2 2 0
0 1 1 0
1 0 0 1


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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 1 - przykład
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 1 - przykład

wartość defekt liczba kół, krotność
własna macierzy w których leży wartości

A− λE wartość własna własnej
3 1 1 1
2 1 2 (redukcja 4) 1
0 2 2 (redukcja 4) 2
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 2

Wniosek

Dane są dwie macierze kwadratowe A,B stopnia n. Załóżmy, że:

|aij | < bij

dla dowolnych i , j ¬ n. Wówczas dowolna wartość własna macierzy A leży
w co najmniej jednym z kół:

|λ− aii | ¬ |µ| − bii

gdzie µ jest maksymalną, (co do modułu) wartością własną macierzy B.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 3

Wniosek

Niech A = B + C , gdzie B jest macierzą diagonalną o elementach
b1, ..., bn, natomiast C jest macierzą o elementach ckl . Jeżeli rankA = n
i dla każdego j mamy:

min
k 6=j
|bj − bk | = βj > 0,

max
k,l
|ckl | = ε <

bj
2n
,

to macierz A posiada co najmniej jedną wartość własną w kole:

|λ− bj − cjj | ¬
2n(n − 1)ε2

βj
,

dla każdego j = 1, ..., n.
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 3 - przykład

B =

 10 0 0
0 11 0
0 0 12

 C =

 0.1 0.1 0.5
0.6 0.1 0.5
0.2 0.1 0.2



A =

 10.1 0.1 0.5
0.6 11.1 0.5
0.2 0.1 12.2


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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 3 - przykład
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Dodatkowe własności kół Gerszgorina Kolejne własności kół Gerszgorina

Wniosek 3 - przykład
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina

Twierdzenie 1

Twierdzenie

Dla dowolnego α ∈ [0, 1], każda wartość własna macierzy A ∈Mn×n(C)
leży w co najmniej jednym z kół:

|λ− aii | ¬
(∑

j 6=i

|aij |
)α(∑

j 6=i

|aji |
)1−α

gdzie 1 ¬ i ¬ n.
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina

Twierdzenie 2

Twierdzenie

Jeżeli macierz A ∈Mn×n(C) dana jest w postaci macierzy blokowej
[Aαβ]s×s oraz λ jest jej wartością własną, to istnieje α, 1 ¬ α ¬ s takie, że
λ nie jest wartością własną bloku Aαα oraz zachodzi nierówność:

‖(Aαα − λEα)−1‖−1 ¬
∑

1¬β¬s
β 6=α

‖Aαβ‖

gdzie Eα oznacza macierz jednostkową stopnia α oraz mamy dowolnie
ustaloną normę macierzową. Ponadto istnieje α, 1 ¬ α ¬ s takie, że λ nie
jest wartością własną bloku Aαα oraz zachodzi nierówność:

‖(Aαα − λEα)−1‖−1 ¬
∑

1¬β¬s
β 6=α

‖Aβα‖

opis jak powyżej.
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie

Każda wartość własna macierzy A ∈Mn×n(C) leży w co najmniej jednym
z obszarów:

|λ− aii | · |λ− ajj | ¬
∑
k 6=i

|aik |
∑
k 6=j

|ajk |

gdzie 1 ¬ i , j ¬ n, i 6= j . Obszary te to owale Cassiniego. Suma
mnogościowa wszystkich opisanych powyżej owali nosi nazwę zbioru
Brauera macierzy A i co interesujące, jest podzbiorem zbioru Gerszgorina
macierzy A.
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Porównanie zbiorów Brauera i Gerszgorina

G =

 1 + i 2 0
0 −1 + i 5
1 0 5i



Rysunek: Odpowiednio zbiór Brauera i zbiór Gerszgorina macierzy G
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Porównanie zbiorów Brauera i Gerszgorina

H =

 1 5 0
0.5 4 1.5
1 0 7



Rysunek: Odpowiednio zbiór Brauera i zbiór Gerszgorina macierzy H
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Dokładnie jedna wartość własna w każdym kole
Gerszgorina

I =

 1 i 0
1/2 4 i/2

1 0 7



Rysunek: Odpowiednio zbiór Brauera i zbiór Gerszgorina macierzy I
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Zbiór Brauera może być ”dużo mniejszy” od zbioru
Gerszgorina

J =


30 60 0 60 30

3/10 15 6/5 5/12 1/12
15/4 15/28 30 3/4 1/12
7/37 6/7 30/37 15 1/7

15/22 159/154 3 9/7 30


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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Zbiór Brauera może być ”dużo mniejszy” od zbioru
Gerszgorina

Rysunek: Odpowiednio zbiór Brauera i zbiór Gerszgorina macierzy J
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Wszystkie wartości własne zlokalizowano na brzegach owali
Cassiniego

K =


1 0 1 0
0 2 0 2
1 0 3 0
0 1 0 4



Rysunek: Odpowiednio zbiór Brauera i zbiór Gerszgorina macierzy K
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Wniosek

Dla dowolnego α ∈ [0, 1], każda wartość własna macierzy A ∈Mn×n(C)
leży w co najmniej jednym z owali Cassiniego postaci:

|λ− aii | · |λ− ajj | ¬
(∑
k 6=i

|aik | ·
∑
k 6=j

|ajk |
)α(∑

k 6=i

|aki | ·
∑
k 6=j

|akj |
)1−α

gdzie 1 ¬ i , j ¬ n, i 6= j .

Alicja Wróbel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 35 / 40



Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie Cvetkovića

Oznaczenia

Wprowadźmy następujące oznaczenia. Niech ri =
∑

j 6=i |aij | oraz
ci =

∑
j 6=i |aji |. Zdefiniujmy także dwa zbiory postaci

R = {i ∈ {1, .., n} : ri > ci} oraz C = {i ∈ {1, .., n} : ri < ci}.

Twierdzenie (Cvetković, Kostić, Bru, Pedroche)

Niech będzie dana macierz A ∈Mn×n(C), n ­ 2 i niech λ będzie wartością
własną tej macierzy. Wtedy istnieje indeks i ∈ {1, ..., n} taki, że

|λ− aii | ¬ min{ri , ci}

lub istnieje i ∈ R takie, że ci 6= 0 oraz istnieje j ∈ C takie, że rj 6= 0 oraz

|λ− aii |
ci

( |λ− ajj |
cj

)log cj
rj

ri
ci
¬ 1.
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Uogólnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie Cvetkovića

Twierdzenie (Cvetković, Kostić, Bru, Pedroche) c.d.

Wtedy spektrum macierzy A zawiera się w sumie mnogościowej zbiorów:

|λ− aii | ¬ min{ri , ci}

oraz
|λ− aii |

ci

( |λ− ajj |
cj

)log cj
rj

ri
ci
¬ 1.
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