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WWETGCHERWEE M  \Wartosci wiasne macierzy

Lokalizacja wartosci wtasnych macierzy na ptaszczyznie
zespolone]

Pytanie
Dlaczego warto rozwazaé problem lokalizacji wartosci wtasnych na
ptaszczyznie zespolonej?

Alicja Wrébel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 2 /40



Zbiory Gerszgorina Definicja zbioru Gerszgorina

Definicja zbioru Gerszgorina

Definicja
Kotem Gerszgorina macierzy A € M, ,(C), A = [ajk]nxn Nazywamy kazde
koto na ptaszczyznie Gaussa opisane nieréwnoscia:

A — am] <D lajl-
i#k
Zbiorem Gerszgorina macierzy A nazywamy sume mnogosciowa wszystkich
kot Gerszgorina danej macierzy.
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie

Dla dowolnej macierzy A € M,«,(C) i dowolnej wartosci wtasnej A tej
macierzy, istnieje k = k(\) € N takie, ze:

A —aw] <D lail-
i#k
Zatem spektrum danej macierzy zawiera sie w jej zbiorze Gerszgorina.
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Dowéd

WeZzmy dowolng warto$¢ wiasna A i odpowiadajacy jej wektor wtasny

x#0,

X = [x1,...,x,] " € C".
Zauwazmy, ze wtedy istnieje k € {1, ..., n}, takie, ze:
0 < |xk| = max{|x;j| : i € 1,...,n}.

Dla tak dobranego k mamy:

Z ki * Xj = )\Xk

1<i<n

lub réwnowaznie:
()\ — akk)xk = Z aki - Xj.
i£k
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Zbiory Gerszgorina Twierdzenie Gerszgorina

Twierdzenie Gerszgorina

Dowdd c.d.

Teraz biorgc wartosci bezwzgledne obydwu stron réwnania, a takze
korzystajac z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy:

A= ane] - Il < lail - 1xil <D lakil - Ixkl =[xl - il
i£k i£k i£k

Dzielac obie strony przez |xx| > 0 otrzymujemy teze.

O
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Zbiory Gerszgorina Lokalizacja wartosci wiasnych w zbiorze Gerszgorina

Przyktad 1. - Wartosci wtasne znajduja sie na brzegu
zbioru Gerszgorina

1 -1 *
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Zbiory Gerszgorina Lokalizacja wartosci wiasnych w zbiorze Gerszgorina

Przyktad 2. - Doktadnie jedna wartos¢ witasna
zlokalizowana w kazdym kole
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Przyktad 3. - Moga istnie¢ kota, w ktérych nie ma zadnej
wartosci wtasnej
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Przyktad 3. - Moga istnie¢ kota, w ktérych nie ma zadnej
wartosci wtasnej
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole

Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole

Twierdzenie

Dla dowolnej macierzy A € M« ,(C) i dowolnego wektora x > 0,
X = [x1, ..., Xn] wartosci wtasne macierzy A zawierajg sie w sumie
mnogosciowe] zbioréw postaci:

I — a < ZM7
Ak K

Kazdy taki zbiér nazywaé bedziemy x - kotem Gerszgorina o indeksie k,
k=1,..,n
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole

Dokfadnie jedna wartos¢ wiasna w kazdym kole

Twierdzenie

Niech bedzie dany zbiér S C {1, ..., n}. Jezeli dla dowolnej macierzy
A € M,xn(C), n> 2 i dowolnego wektora x > 0, dla ktérego x - kota
Gerszgorina o indeksach k € S s3g roztaczne z kotami odpowiadajacymi
indeksom nalezacym do dopetnienia zbioru S, to kota odpowiadajace

indeksom ze zbioru S zawieraja doktadnie |S| wartosci wtasnych macierzy
A.

15
10
5]
0

-5

-10
-10 -5 0 5 10 15

Alicja Wrébel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 12 / 40



Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole

Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole

Whiosek

Jezeli kazde koto Gerszgorina jest izolowane, tzn. roztaczne z pozostatymi

kotami Gerszgorina, to w kazdym kole znajduje sie doktadnie jedna wartos¢
wiasna macierzy A.
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina

Rzeczywiste wartosci wtasne

Whiosek

Zatézmy, ze elementy gtdéwnej przekatnej macierzy A i wspodtczynniki
wielomianu charakterystycznego tej macierzy sa rzeczywiste. Wéwczas,
jezeli kota Gerszgorina sg parami roztaczne, to wszystkie wartosci wtasne

macierzy A s3 rzeczywiste.
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina

Rzeczywiste wartosci wtasne - przyktad 1

3+1 1

1 3 2 /\
\/

Spektrum macierzy o(D) = {1 + /10,1 — 1/10}
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina

Rzeczywiste wartosci wiasne - przyktad 2

1 —2 2 s

m
I

Spektrum macierzy o(E) = {4+ i,4 — i}
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina
Whiosek 1

Whiosek

Jezeli A jest wartoscig wtasng macierzy A i defekt macierzy A — AE jest
réwny m, to A lezy w co najmniej m réznych kotach Gerszgorina.
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el sing
Whiosek 1 - przyktad
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el sing
Whiosek 1 - przyktad
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Kolejne wiasnosci Kot Gerszgorina
Whiosek 1 - przykfad

wartoéé defekt liczba két, krotnosé
wiasna | macierzy | w ktérych lezy | wartosci
A — AE | warto$¢ wtasna | wiasnej

3 1 1 1

2 1 2 (redukcja 4) 1

0 2 2 (redukcja 4) 2
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina
Whiosek 2

Whiosek
Dane s3 dwie macierze kwadratowe A, B stopnia n. Zatézmy, ze:

|aji| < bjj

dla dowolnych i, < n. Wéwczas dowolna warto$é wtasna macierzy A lezy
w co najmniej jednym z két:

A — aii| < |p| — bii

gdzie p jest maksymalna, (co do modutu) wartoscia wtasna macierzy B.
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina

Whiosek 3

Whiosek

Niech A= B + C, gdzie B jest macierza diagonalng o elementach
b1, ..., by, natomiast C jest macierza o elementach ¢y

. Jezeli rankA = n
i dla kazdego j mamy:

min|bj — bl = 5 > 0,

max |cy| = ¢ < b
X = —=
i M 2n’

to macierz A posiada co najmniej jedna warto$é wtasng w kole:
2n(n — 1)e?

A— b —cj| < ,
| J g/ ’ B_[

dla kazdego j =1, ..., n.
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el sing
Whiosek 3 - przykfad

10 0 O 0.1 0.1 05
B=| 0 11 O C=1]06 01 05
0 0 12 0.2 0.1 0.2

10.1 0.1 05
A= 06 11.1 05
02 01 122
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Dodatkowe wtasnosci két Gerszgorina Kolejne wtasnosci két Gerszgorina

Whiosek 3 - przykfad
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el sing
Whiosek 3 - przykfad
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina

Twierdzenie 1

Twierdzenie

Dla dowolnego « € [0, 1], kazda warto$¢ wtasna macierzy A € M,x,(C)
lezy w co najmniej jednym z két:

« -«
A — aji] < (Z|aij|> <Z|aji|)
J#i J#i
gdzie 1 < i< n.
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_Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina |
Twierdzenie 2

Twierdzenie

Jezeli macierz A € M,x,(C) dana jest w postaci macierzy blokowe;
[Aaslsxs oraz A jest jej wartoscig wtasna, to istnieje o, 1 < av < s takie, ze
A nie jest wartoscig wtasna bloku A, oraz zachodzi nieréwnosc:

—-1)-1
H(Aaa - )\Ea) H < Z HAaﬁH
1<6<s
B#a
gdzie E, oznacza macierz jednostkowa stopnia o oraz mamy dowolnie
ustalona norme macierzowa. Ponadto istnieje «, 1 < « < s takie, ze A nie
jest wartoscig wtasng bloku A, oraz zachodzi nieréwnos¢:

[(Aaa = AE)HITE< D0 [ Asll
1<6<s
BFa

opis jak powyzej.
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie

Kazda warto$¢ wtasna macierzy A € M,,,»(C) lezy w co najmniej jednym

z obszaréw:
A= aiil - A= agl <D laid D la
k#i k#j
gdzie 1 < i,j < n, i # j. Obszary te to owale Cassiniego. Suma
mnogos$ciowa wszystkich opisanych powyzej owali nosi nazwe zbioru

Brauera macierzy A i co interesujace, jest podzbiorem zbioru Gerszgorina
macierzy A.
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Poréwnanie zbioréw Brauera i Gerszgorina

G= 0 —-14i 5
1 0 5i
6 6 ——
O . N
4 //— ~ 4 \
2 { \ 2 \
[ ‘( | |
0 \\ / 0 . /
-2 -2
\ 4
-4 -4
_6 -6
-6 -4 -2 0 2 4 &6 6 -4 -2 0 2 4 6

Rysunek: Odpowiednio zbiér Brauera i zbiér Gerszgorina macierzy G
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Poréwnanie zbioréw Brauera i Gerszgorina

1 5 0
H=1|05 4 15
1 0 7
//ﬂ
0 [ €) 0
A
s 0 5 s 0 5

Rysunek: Odpowiednio zbiér Brauera i zbiér Gerszgorina macierzy H

Alicja Wrébel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 30 / 40



Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Doktadnie jedna warto$¢ wtasna w kazdym kole
Gerszgorina

1 7 0
I=1|1/2 4 i)2

1 0 7
2 4
| 2

fﬁ\‘ @ /\\
iR O Y ’
-2 | -4
0 2 4 6 3 0 2 4 6 8

Rysunek: Odpowiednio zbiér Brauera i zbiér Gerszgorina macierzy /

Alicja Wrébel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 31/ 40



Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Zbiér Brauera moze by¢ "duzo mniejszy” od zbioru
Gerszgorina

30 60 0 60 30
3/10 15 6/5 5/12 1/12
J=| 15/4 15/28 30 3/4 1/12
7/37  6/7 30/37 15 1/7
15/22 159/154 3 9/7 30

Alicja Wrébel Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy 32 /40



Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Zbiér Brauera moze by¢ "duzo mniejszy” od zbioru
Gerszgorina

10 10
5 5
0 1 0 oge
-5 _5
-10 -10!
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Rysunek: Odpowiednio zbiér Brauera i zbiér Gerszgorina macierzy J
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Wszystkie wartosci wtasne zlokalizowano na brzegach owali
Cassiniego

1010
020 2

K=11030
(01 0 4

Rysunek: Odpowiednio zbiér Brauera i zbiér Gerszgorina macierzy K
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(SIECNIEER WG PN IENE TS ZCNER  Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Whniosek

Dla dowolnego « € [0, 1], kazda warto$¢ wtasna macierzy A € M,x,(C)
lezy w co najmniej jednym z owali Cassiniego postaci:

a l—«
A — ai| - [A—ay] < (Z EPEDS |3jk|) (Z EFIEDS Iakj|>

ki k#j ki k#j
gdzie 1 <i,j<n, i#].
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Uogdlnienia twierdzenia Gerszgorina Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie Cvetkovica

Oznaczenia

WoprowadZmy nastepujace oznaczenia. Niech r; =37, ,; |aj| oraz
i = > j4i|ajil- Zdefiniujmy takze dwa zbiory postaci
R={ie{l,.,n}t:ri>c}lorazC={ie{l,..,n}:r <c}.

Twierdzenie (Cvetkovi¢, Kosti¢, Bru, Pedroche)

Niech bedzie dana macierz A € M,,x,(C), n > 2 i niech A bedzie wartoscia
wtasna tej macierzy. Wtedy istnieje indeks i € {1, ..., n} taki, ze

A — aii| < min{r,ci}

lub istnieje i € R takie, ze ¢; # 0 oraz istnieje j € C takie, ze r; # 0 oraz

.
I\ — aji <\)\— aJJ|>IOgCJ G o1
Gi G S
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(SIECNIEER WG PN IENE TS ZCNER  Owale Cassiniego i zbiory Brauera

Twierdzenie Cvetkovica

Twierdzenie (Cvetkovi¢, Kosti¢, Bru, Pedroche) c.d.

Witedy spektrum macierzy A zawiera sie w sumie mnogosciowe] zbiorow:
A — aji| < min{r;, ¢}

oraz

r

logec; =+
rA—a,-,-\<\A—aﬂ|>°g4 <1
Ci G
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