(Zadanie z kanadyjskiej olimpiady matematycznej)

W pewnej hali sportowej odbyty sie zawody, na ktore ztozyto sie m-réznych
konkurencji. W zawodach wzieto udzial 3 zawodnikéow: A, B, C'. Wiadomo,
ze w kazdej konkurencji obowigzywata ta sama punktacja p; > ps > p3 > 0,
pi € N, 1 < < 3, oraz, ze taczna suma punktéw uzyskanych przez kazdego
z zawodnikow byta nastepujaca:

A —22pkt, B-—9pkt, C—9 pkt.

Pytanie: kto zajat drugie miejsce w skoku wzwyz jesli wiadomo, ze zawod-
nik B wygral bieg na 100 m.

Rozwigzanie.
Latwo otrzymujemy réwnanie:

22+ 9+9=m(p; + p2 + p3),

tj.
40 = m(py + p2 + p3). (1)

Ze wzgledu na zatozenie o liczbach py, ps, p3 wiemy, ze
p1+p+p3s23+2+1=6.

Mozliwe sg wiec nastepujace przypadki:

m P1+ P2+ ps
2 20
4 10
5 8

(przypadek m = 1 odrzucamy zaréwno ze wzgledu na pytanie sugerujace
rozegranie co najmniej dwoch konkurencji jak i ze wzgledu na punktacje
p1 > p2 > p3, bowiem dla m = 1 mielibysmy p; = 22, py = p3 = 9).

e Jesli m =2, to p; > 8 (w przeciwnym razie p; +po+p3 < 7+6+5 =
18 < 20) skad wobec tego, ze B wygral co najmniej jedng konkurencje
i zdobyt tacznie 9 punktow otrzymujemy, ze p; = 8 i p3 = 1. Stad
Py =20—8—1=11 > py, co jest sprzeczne z zatozeniem. Tak wiec na
pewno m > 2.



e Gdyby m=4,top; =51lubp; =6
(gdyby p1 < 5, to p1 +p2+p3 <4+3+4+2 =9 < 10 i mamy sprzecznosé
z (1);
gdyby p1 > 6, to p1 = 7,ps = 2,p3 = 1, stad liczba punktéow uzyska-
nych przez zawodnika B bylaby > 7+ 1+1+1 = 10 wbrew zalozeniu).
Przypusémy, ze p; = 6. Poniewaz suma punktow uzyskanych przez za-
wodnika B réwna sie 9 i na nia sktada sie co najmniej jedna szostka
uzyskana w biegu na 100 m, wiec p3 =1 a stad pp =10—-6 —1 = 3.
Skoro zawodnik B zajat 3 razy 3 miejsce w 4 rozegranych konkuren-
cjach, to zawodnik C' zajal w 3 konkurencjach co najmniej 2 miej-
sce, czyli w 4 rozegranych konkurencjach zdobyt tacznie co najmniej
3434341 = 10 punktéw wbrew zatozeniom. Tym samym przypadek
p1 = 6 odrzucamy.
Przypusémy, ze p; = 5. Wowczas p3 = 11 ps = 4 (sytuacja gdy p3 > 2
jest niemozliwa, gdyz zawodnik B powinien wtedy uzyskaé tacznie co
najmniej 5+2+2+2 = 11 punktéw). Oczywiscie zawodnik B uzyskuje
w 4 konkurencjach albo 54+ 1+ 1+ 1 = 8 punktéw, albo co najmniej
544414 1= 11pktéw co jest sprzeczne z zatozeniem.
Przypadek p; = 5 rowniez odrzucamy.

e Pozostaje sytuacja, gdy m = 5. Woéwczas p; + pa + ps = 8 1 musi by¢
pr=41lubp, =5
(edyby p1 <4, topr +p2+p3s <3+2+4+1=06 < 8 sprzecznosé,
a gdyby p1 > 5, to p1 +pa+p3 = 6+2+1=9 > 8 sprzecznosé).
Gdyby p1 =4, to ps = 31 p3 = 11 jak tatwo mozna sprawdzi¢ zawodnik
B nie mogtby uzyskaé¢ swoich 9 punktéw w pieciu konkurencjach, gdyz:

A4+41+141+1=8<09,
443+1+14+1=10>09.

Zatem p; =5, po =21 p3=1.
Sytuacja, ta odpowiada nastepujacym rozktadom pktow:

A — 4><p1, 1><p2,
B - 1><p17 4><p37
C — 4xpy, 1xp;

co jest jednoznaczne!

Skoro B uzyskal pierwsze miejsce w biegu na 100 m, to jak wida¢ z po-
wyzszego rozktadu, w konkurencji tej A byl drugi, a C trzeci. W skoku
wzwyz triumfowal zawodnik A, B byt trzeci a zatem drugie miejsce
zajal zawodnik C'.
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