Liczby doskonate i liczby zaprzyjaznione — kilka

faktow historycznych.

Roman Witula Michat Rozanski Barbara Smolen-Duda

Adrian Smuda*

wrzesien 2020

Najpierw przypomnijmy odpowiednie definicje.

Definicja 1. Liczba naturalna n jest liczba doskonala, jesli jest sumg wszystkich swoich

dzielnikéw wlasciwych.

Definicja 2. Liczby naturalne A, B, gdzie A # B, sa zaprzyjaznione, jesli suma wszyst-
kich dzielnikéw wtadciwych liczby A jest rowna B i odwrotnie, suma wszystkich dzielnikéw

wtasciwych liczby B jest rowna A.

Uwaga 1. W starszej literaturze angielskiej znajdziemy termin friendly numbers”. Na-
tomiast we wspotczesnych opracowaniach utrwalit si¢ termin ,amicable numbers”, co hi-
storycznie odpowiada uzywanemu przez Eulera tacinskiemu terminowi ,de numeris ami-

cabilibus”.
Pitagorejczycy znali trzy najmniejsze liczby doskonate:
6, 28 1 496
oraz najmniejsze liczby naturalne A, B tworzgce pare liczb zaprzyjaznionych:
A=220 i B =284
Ostatnie twierdzenie IX ksigegi Elementéow Euklidesa gtosi, ze:

Twierdzenie 1. Jedli liczba 2" —1, gdzie n € N, jest liczbg pierwsza, to liczba 2"71(2"—1)

jest doskonata.

*Pan Adrian, od pazdziernika 2020 roku, rozpoczal nauke na II stopniu studiéw matematycznych na

wydziale Matematyki Stosowanej Politechniki Slaskiej.



Leonhard Euler (1707-1783) udowodnil, ze wszystkie parzyste liczby doskonate sa tej
postaci. Nadal nie wiemy, czy istnieje nieparzysta liczba doskonata.

Zdecydowanie wiecej emocji (to jest ,mentalnych trudnosci”) dostarczyly badaczom
(nie tylko matematykom) liczby zaprzyjaznione. Najpierw w IX wieku arabski matema-

1

tyk al-Sabi Thabit ibn Qurrah al-Harrani, nazywany krotko Sabitem,' odkryt metode

otrzymywania liczb zaprzyjaznionych, ktéra we wspotcezesnym sformutowaniu podaje na-

stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Jezeli kazda z trzech liczb naturalnych:
p=3-2""1—-1 ¢=3-2"—1 oraz r=9.2"""1_1
jest liczbg pierwsza, to liczby:
A=2"pg i B=2"r
sg liczbami zaprzyjaznionymi.

Od razu zauwazmy, ze dlan = 2, p = 5, ¢ = 11 oraz r = 71 dostajemy pare liczb

zaprzyjaznionych, znang juz pitagorejczykom, czyli:
A=220 i B =284

Przy pomocy twierdzenia Sabita mozna jeszcze otrzymaé¢ dwie nastepujace pary liczb

zaprzyjaznionych:
e dlan =4, p=23 q=47 oraz r = 1151, co generuje pare:

A=17296 i B = 18416;

e dlan=7 p=191, ¢ =383 oraz r = 73727, co generuje pare:

A=9363584 1 B =9437056.

Jednak nie wiadomo, czy Sabit wykorzystat swoje twierdzenie do wyznaczenia liczb za-
przyjaznionych dla n > 2! Odkrycie drugiej pary liczb zaprzyjaznionych (tej dla n = 4)
nieomal do konca lat 70-tych XX wieku przypisywano Fermatowi. Okazalo sie, ze niestusz-
nie, albowiem arabscy naukowcy upowszechnili w tym czasie informacje, ze w jednym, ze
swiezo odkrytych rekopiséw marokanskiego uczonego ibn al-Banny (1256-1321) zostato

napisane:

1Sabit byt tez lekarzem, astronomem i ttumaczem, ktéry mieszkat w Bagdadzie na dworze swojego pa-
trona kalifa al-Mutadida, co ciekawe nie byl muzulmaninem! Do kofica zycia byl Sabianinem (Harranskim

Sabianinem).



Liczby 17296 1 18416 sq zaprzyjainione; jedna z nich jest z niedomiarem, a druga z nad-
miarem.? Allah jest wszechmogqcy.
Trzecig pare liczb zaprzyjaznionych (te dla n = 7) odkryl Kartezjusz.

Kolejny wazny krok w tematyce liczb zaprzyjaznionych przypada na poczatek XVII
wieku, kiedy to za sprawa Fermata w 1636 roku i Kartezjusza w 1638 roku — niezaleznie od
siebie i niezaleznie od Sabita — ponownie zostaje odkryte twierdzenie Sabita. Obwieszcza o
tych odkryciach w jednej ze swoich ksiazek ojciec Marin Mersenne, co jak na tamte czasy
jest niewatpliwie wielkg nobilitacja. W swoich badaniach Fermat i Kartezjusz postuzyli
sie wazna funkcja arytmetyczna o(n) opisujaca sume dzielnikéw naturalnych danej liczby

n dla kazdego n € N. Przypomnijmy dwie wazne wtasnosci tej funkcji:
o(ab) = o(a)o(b) (1)

dla dowolnych wzglednie pierwszych a,b € N;
n+1

-1
0(p”)=1+p+..-+p”=pp_1, n €N, (2)
dla dowolnej liczby pierwszej p. Oczywiscie suma dzielnikéw wtasciwych danej liczby a € N
jest réwna o(a) — a. Stad wynika nastepujacy opis analityczny pary a, b liczb zaprzyjaz-
nionych:
ola)—a=0b oraz o(b)—b=ua (3)
i w konsekwencji warunek, jaki para a, b liczb zaprzyjaznionych musi speliac:
o(a) = a+b=o(b) (1)
Przyjmujac oznaczenia jak w twierdzeniu Sabita, tatwo znajdujemy:

o(A) =" =D+ D@+1), oB)=02"" -1 +1),

przy czym:
(p+1)(g+1)=9-2"""1=r 41
Ponadto mamy:
A+ B=2"(pqg+r)

a przy tym:
2"(pg+71)= (2" = 1)(r+1) & pg+r=9-2""12"" - 1),

co weryfikujemy bezposrednio. Rownoczesnie daje to dowdd twierdzenia Sabita.
Poniewaz Fermat w trakcie poszukiwan liczb doskonatych i zaprzyjaznionych postu-
giwal sie opracowanymi przez siebie tablicami rozkladu liczb o(p™) na czynniki pierwsze,
rzecz jasna w oparciu o wzér (2), wiec jest nieomal pewne, ze w ten sposob odkryt ,mate
twierdzenie Fermata”.
2Wzgledem liczby 17 856 o £560.




Twierdzenie 3. Jesli n + 1 jest liczbg pierwsza, to n + 1 jest dzielnikiem liczby p™ — 1
dla kazdego p € N, takiego ze (n + 1,p) = 1.

Po tych ptodnych latach trzeba bylto poczeka¢ na pojawienie sie Leonharda Eulera,
aby w badaniach dotyczacych liczb zaprzyjaznionych dokonat si¢ ogromny postep. Euler
odkryt 59 par liczb zaprzyjaznionych i jest autorem pieciu réznych metod wyznaczania
par liczb zaprzyjaznionych. Jedna z tych metod stanowi uogélnienie metody opisanej w

twierdzeniu Sabita:

Twierdzenie 4 (Euler). Niech m,n € N, m < n oraz g := 2" 4 1. Jesli liczby:
p=2"g—1, ¢q=2"g—1 oraz r=2"""¢*>—1
sg liczbami pierwszymi, to liczby:
A=2"q oraz B=2"r
sg liczbami zaprzyjaznionymi.

Dowdd przebiega podobnie jak dowod twierdzenia Sabita.

Zauwazmy jeszcze, ze przypadek gdy n — m = 1 daje twierdzenie Sabita. Niestety
Euler nie byt w stanie wykorzystac tego twierdzenia do odkrycia nowej pary liczb zaprzy-
jaznionych, albowiem dysponowal jedynie tablicami liczb pierwszych < 100 000. Dopiero
Legendre (1830) i niezaleznie Czebyszew (1851) bazujac na nowych testach pierwszo-
sci liczb naturalnych odkryli na mocy powyzszego twierdzenia Fulera kolejng pare liczb
zaprzyjaznionych. Wspoétcezesnie wykorzystujac komputer rowniez na bazie twierdzenia
Eulera odkryto wiele nowych par liczb zaprzyjaznionych.

Warto tez nadmienié¢, ze nie wiadomo, czy par liczb zaprzyjaznionych jest skonczenie
wiele. Paul Erdos udowodnit, ze stosunek ilosci liczb zaprzyjaznionych nie wiekszych od
z do z, dazy do zera, gdy x dazy do nieskoniczonosci. Natomiast Carl Pomerance (zob.
prace [4] i [5]) wykazal, ze w przypadku, gdyby par liczb zaprzyjaznionych byto nieskori-
czenie wiele, to szereg utworzony z odwrotnosci wszystkich liczb tworzacych pary liczb

zaprzyjaznionych jest zbiezny.
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