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Mieczystaw KUCHARZEWSKT

POJECIE PRZESTRZENI KLEINA I JEJ GEOMETRII

Streszczenie. Przestrzen Kleina jost to trdéjka (1) (M, G, f),
gdzie M jest dowolnym zbiorem, G - dowolng grupg, a f 0Znacza
ef ektywne dzialanie G na M, Geometria Kleina lub Gegeometria
jest te pewna kategoria, ktérs] obiektami =g obiekty geocmetryczne
przestrzeni (1). Okredlone zostaly rdwniez kategorie obiektdw ab-
strakeyjnych i kategoria przestrzeni Kleina oraz podane zostaly ich
podstawowe wiasnodci,

Celem tych rozwazan jest przedstawienie pojecia przestrzeni i geome-
trii Kleina. Pojecia te zostaly tutaj sprecyzowane i w pewnej mierze zmo-
dyf ikowane. W rozwazaniach nie ograniczam si¢ do rozmaito$ci i grup Liego,
ale rozpatruje¢ dowolne zbiory i dowolne grupy w nich dzialajgce. Wskutek
tego pojecia sg ogdlniejsze, & rozwazania prostsze 1 Jjasniejsze, a wiec
dostgpne dla szerszego kregu czytelnikdw,

Jak wiadomo pojecie geometrii okres$iii F. Klein w swoim siynnym Pro-
gramie z Erlangen [2]. Kto pierwszy wprowadzil nazwe "przestrzerl Kleina"
nie wiem, B.A, Rozenfeld w swojej monografii z 1969 roku [6} tak pisze na
temat fen: "Dlatego po pojawieniu sig geoﬁetrii przestrzeni nie dopusz-
czajgeych grupy przeksztalcerl, przestrzenie z grupa przeksztalceil zaczeto
nazywal przestrzeniami Kleina", s, 495, Nie biorgec pod uwage zalozer od-
noénie wystepujacych zbiordéw i grup mozna, zgodnie =z definicjg Kleina,
przyjaé, %e przestrzett Kleina jest to para (N,Cﬁ) zIozona ze zbioru nie-
pustego N i grupy przeksztalcen qa tego zbioru na siebie.

¥ roku 1930 E, Cartan w [7] wprowadzil pojecie przestrzeni jednorodnej
i- péfniej wielu autoréw nazywalo, moim mdaniem nie slusznie, przestrzed
Jjednorodng przestrzenia Kleina, Zgodnie z definicjsg Cartana przestrzen
jednorodna jest to przestrzen Kleina, w ktérej grupa dziasla tranzytywnie.
Wazne sa réwnie% przestirzenie z niétranzytywna grups przeksztalceri, np.
przestrzen wektorowa, Dlatego wygodniej jest usungé z definicji przestrze~
ni Kleina =zalozenie tranzytywnodci, poniewaz ogranicza zakres pojecia.

R. Sulanke i P. Wintgen w podreczniku [h] okreflaja przestrzen Kleina
Jjako tranzytywng lewostronng grupe przekéztalceﬁ, tzn, jako trdjke (M,G,r),
gdzie M jest zbiorem, G - grupg, a f - tranzytywnym lewostronnym dziala-
niem grupy G na M, Uwazam, Ze nalezy odrzucié z tej definicji tranzytyw-
noéé jako nieistotne ograniczenie, a dodaé efektywnoéé dziatania grupy G.

Tak zostalo okreélone pojecia przestrzeni Kleina w tej pracy. Zalozenie
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ef ektywnoSci wydaje mi sig zgodne z intuicjs Kleina, be grupa przeksztale
cefl zawsze dziala efektywnie. Poza tym grupa G jest wtedy dizomorficzna =
wyznaczong przez nig grupg przeksztalceni, Taka tréjke (M, G, i) z dziala~
niem ef ektywnym wprowadzilismy wspdlnie =z E.J. Jasinsksg w pracy [1] W TO-
ku 1972. Pojecie to zmostalo przedstawiang juz wczeéniej. w Troku 1971 na
Ugdlnopolskiej Konferencji = Ceometrii Rézniczkowej w Zawoi .w referacie,
ktéry tam wyglosilem, Troé jke taka nazwaliduy wtedy niewlasciwie "geome-
trig Kleina", W tej pracy proponuj@rzmienié te nazwe na "przestrzen Kleiw-
na" rezerwujge termin "geometria" dla .innego pojecia, zgodnie z definicjs
podang przez R, Sulenke w [31.

Pojecie geometrii jako tew. Gegeometrii, gdzie G jest grupa Liego o-
kresdlit R, Sulanke w roku 1970 w pracy {3],

Pojecie to zostalo przedstawione rdéwniez w podrgczniku Ii,Sulanke i P, Wint-
gena {h]. G-geonetria wediug Sulanke jest to pewna kategoria zwigzana =
grupg G, Taka derinicjé geometrii przyjmuje rdéwniez w tej pracy nie =za-
kKladajae jednak, ze G musi byé koniecznie grupg Liego i nazywam takze
geometiria Kleina grupy G, ponicwaz okreslona W ten sposdb zeometria jest
zwigzana 7 pewng przestrzeniqlk}eina, w ktdraej dziala grupa przeksztal-
cel lzonoirf iczna z G, .

Wydaje sig¢, #e tak okres$lona geometria ra ibardziej odpowiada tvm intu-
iejom, ktére zawarte sg w orveinalnej def inicji Kleina.Ich dokladne spre=-
cyzowanie mozliwe bylo dopicro na gruncie teorii kategorii, ktéra powsta-
la stosunkowo nicdawno. Tym tlumaczy si¢ fakt, Ze dopiero teraz mozna by-
1o podad dokiadng deflinicje¢ geometrii. Jednoczednie Jjeszoze raz uwydaitnia
sie genialnos$dé intuicji hleina.

W pracy wprowadzam irzy kategorie. hategarig obiektdw abstrakeyjnyech
OA, ktéra jest uogdlnieniem kategorii lewnych grup przeksztialceli wprowa-
dzone j przoz ', Sulanke w {1], kategorig przestrzeni Kleina PK i katego-
rie bG, kidora jest wiadnie G-geometrig lub geometria Kleirna grupy G. PK i
oG s# podkategoriami kategorii OA., Obioktami G-geometrii sg obiekty geo-
metryczne odpowiedniaj przesirzeni Kleina, 2 morfizmami sg odwzorowania
niczmiennicze. W ten sposéb G-geometiria zawiora wszystkis wilasnod$ci nie-
zmiennicze wzgledem damej grupy przeksztalced, zmgodnis z sugestia Kleina.

Eategoria obiektdw geometrycznych @ostala przedsfawiona w pracy [8],
ktéra jest streszozeniem releratu wygioszonego na Migdzynarodowej Konfe-
rencji Geometryczne j w'ﬂehreczynie w roku 1975. Pewne wilasncfci tej kate-

gorii badal E. Zaporowski w pracy [9].

1. Kategoria obiekidw abstrakcyinych

Prze jd¢ teraz do okred$lenia wyzej] wspomnianyeh kategorii.Definicja ka-
tegoxrii podana jest w ksigsce 7, Semadeniego i A, Wiwegera [5]. W  mys$li

definicji kategoria sklada sie¢ z klasy obiekitdw, zbiordéw morfizmdw prazy-
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porzadkowanych kazdeji parze obiektéw i prawa kompozycji, ktére spelniaja
pewne postulaty. .

Na jplerw okres$le kategorie obiektéw abstrakeyjnych OA. Obiektami tej
kategorii sg tzw, obilekty abstrakeyjne, morfizmami ~ odwzorowania ekwiwa-
riantne, ktdre sg parami odwzorowan speiniajacych péwne warunki, a kompo-
zycja - skiadanie par odwzorowafi, Pojecia te okreéle kolejno. '

Przez obiekt abstrakeyjny o widknie M, grupie G i dzialaniu F ro-

zumiem troéjke
G e (1)

gdzie dzialanie F jest to odwzorowanie produktu MM x ¢ w T speinia-
jace dwa warunki:

réwnanie translacji (fundamentalne)
Aoem Agi.gQEG F(F(w,g,)e,) = Fluw,eg,e,) (2)
warungk identycznodci

Flw,e) = w, (3)
e jest elementem neutralnym grupy G.
F nazywa sie¢ réwniez lewostronnym dzialaniem grﬁpy G na T, a tréjka (1)
lewostronng grupg przeksztalceil na Mb, Dzialanie F oznacza sig¢ rdwniez
algebraicznie F(w,g) = g w.
Niech (=m,1, G,
ekwiwariantnym obiektu (1) w ten obiekt nazywad bede za Sulanke pare od-

F1) bedzie innym obiektem abstirakcyjnym. Odwzorowaniem
wzorowan

(h,¢) (%)

gdzie h = Tn--TﬂH, a ¢ Jjest homomorfizmem grupy G w G,, ktdéra spelnia

warunek
Awe M Agec 5 (a0, 9(e) = nlrlw,e)) (5)

Warunek ten mozna zapisaé w postaci diagramu:

hxf

LG ﬂLfG1
F ; e F1.
h
™ Ty



68 M. Kucharzmewski

Oznacza on nastepujaca rdéwnosé ocdwzorowari:
Fie (h xcp) = h.o F,

Kategorie, w kitbrej obiektaml sa obiekty abstrakecyjne (1}, morfizmami
- odwzoerowania ekwiwariantne (Ll), a kompozycjs -~ skilasdanie par odwzorowar,
nazywam kaiegoria obiektdw abstrakeyjnych 1 oznaczam symbolem OA,

Podam teraz pewne wiasnobci tréjek (1), na kitére nalesy zwrbcié uwage.
Oznaczmy przez Fg odwzorowanie ML w T otrzymane z F przez ustalenie e~

lementu g grupy G,

Fp @ MM, Awe F l0): = Flwe) (6)

' Prosty przyklad pokazuje, ze jeteli F speinia tylke warunek (2), to o Fg

nie musi byé bijekcja. Wystarezy wziaé trdjke (R, Ry, F), gdzie R jest
zbiorem lieczb rzecmywistych, R grupg multiplikatywna liczb rzeczywi-

. Natomiast

* i
stych nisezerowych, & F jest okreélone wzorem F(w,g}: = |gw

zachodzi

Lemat 1

Jezeli sa speinione werunki (3) i (2), to dla kazdego g¢€G, Fo Jest
bijekejag T na . )
Zbiér tych bijekeji %(G): = {Fg; £ &G] ze skiladaniem tworzy grupg prze-

ksztaZcern T, na sisébis. Gmpa(ﬂ.(G) 3

est homomorficznym obrazem grupy G.

Dowdd

Z rownani (3) i (2) wymikaja ﬁiazn; dla kexzdego gCG, Fg ¢ F . -

; . ) ; S
= \Fg"1 Fo=Fg = idlyy » 2 wiec F_ 58 bijekcjami i F = Fg_1.

Z véwnanie tremslacji (2) wynika dalej, Ze A .18, € G F .F = F
o Eo8 B Aot

¥ynika stad, Ze zbidr Cﬂ»(G) bijekeji tworzy grupe przeksztalcer, bo zlo-

Zenie dwéch przeksztalcel’ 1 przeksztalcenie odwroine do tego zbioru nale-

%g., Oznaczmy pPrzew tp: G-*-(ﬁ((}) odwzorowanle ockrefione wzorem:
Aeecole): = F.

Z réwnania translacji (2) wynika, ze ¢ jest homomorfizmem, Homomorfizm
ten jest na podstawie definieji grupy Ué-((}) epimorfizmen,

VWiedomo, #%e obraz homomorfiezny grupy w pbigrupe jest grups. A wiec,
jezeli tylko speinione jest réwnanie translacji (2), to cﬁ- (G) jest grups
i istnieje homomorfizm grupy G na %_(G). Ale wtedy Cﬁv((}) nie musi  byé
grupg przeksztalced’ zbloru T, na siebie.

Lemat 2 pokazuje, %e w definicji obiektu abstrakcyjnege warunek (3)

mozne mastgpié innymi warunkami,
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Lemat 2
Jezeli istnieje takie g€ G, Ze Fg Jest injekcjs lub Fg jest surjekcja

i zachodzi réwnanie translacji, to zachodzi warunek identycznodci (3).

Dowdd
Niach F bedzie injekcja, WeZmy dowolne we T, Mamy F(F&ﬁ,a), g) =
= Flw,;g). Poniewaz F_ jest réznowartcféciowe, zachodzi wiec warunek iden-

—

tycznodeci F(w,e) =@. Niech tsraz rg bedzie surjeskcjia. WeZmy dowolne
we M, Dla tego w istnieje takie w_€ T, ze Flw ,g8) =w. Wynike stad
na podstawie réwnania translacji {2) Flw,e) = FfFﬁgo,g},a} = ﬁ(u%,a.g) =
= F&ﬂo,g} =, A wiec zachodzi réwnizz warunek identyemnodci {3).

Lemat 2 wskazuje, 2Ze warunek identycznodei {3} mosna zastgpié warun-
kiem, %e chot jedno Fé jsgt injskeja lub choé jedno Fg jest surjeke ja.
¥tedy juz wszystkie Fg musza byé bijekcjami. Als nawet wtedy, gdy C% (G)
jest grupg prueksztaicert; grupa ta nie musi byé izmomorficzng z G. Pokazu-
je to nastepujgcey przvkizd. Niech M = R, G = GL(n,R),a_dzialanie F jest
okreélone wzerem F{w,A}: = (Det A)w . Tréjka (R, GL(r,R), F) jest obiek-
tem abstrakcyjnym, ale grupa ¢4 (G) = F,; A2GL(n,R)} = f, : R—R,peR,
& # 0, qa(&ﬂ: = & nie jest dla n = 2 izomorficzng = GL(n,R). _?

Aby G i Q}(G} byiy izomorficzne nalezy przyjaé dodatkowe zaiozan‘s, np.

zalozenle,;, %e G dzmiala na T efektywnie. Dla uvnikniecia niesporozumien

przypomnimy definicje efektywnodei. ’
’Dzialanie ¥ grupy G na MM nazywamy ofektvwnym, Jjezeli zachodzi impli-

kac ja
NAwem }G‘(w,g) =} =g = a, (7)

Zachodzi

Lemat 3

Jezeli G dziala na 7t efekiyvwnis, to G 1 grups przekszialcent Q}(G) sa

izomorficzne.

Dowdd

¥ystarczy pokazaé, %e jadro epimorfizmu v okrefleonege w dowodzié le-
matu 2 jest elsmentem meutralnym grupy G.
Mamy Kergp=tp'f{idl‘m») = {g£G- Q?(Q) = idl‘m‘,} = {gGG; Fg ==.m|'m.} =
={g€G; F (w) =w,AweM | = {ges; Flwa) =0} = {e]
Poniewaz chcemy, aby grupa Jednommacznie wyznaczala grupe przeksztalcen
1 odwrotnie, naturalnym bedzis pPrzyjaé, Ze w przesstrzenmi Kleina grupa G
dziala efektywnis, ¥ ten sposdb dochodzimy do nastepujacej definicji prze-
strzeni Kleina, - ;

Definicja N !
Prazestrzenis Kleina nazywamy obiekt abstrakevjny, efekiywny, tzn trdj-

ke
(m, ¢, 1), (8)
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gdzie: M jest wbiorem mispustym, & -~ dowolna grupa, a | efektywnym dzia-
taniom grupy G na M. M nazywamy »iwniez przestrzeniag, a jej oclementy -
punktami,

Z lenatu 3 wynika, Ze grupa G i grupa rrzekszto.cend Cﬁ(G) indukowana

przez { sy _zomorficzne. W ten sposdb “rdjka (8B rozemy zasigpid pare

(M,e5(c)). (9)
Zwigzoek miedzy (86) 1 (9) usprawiediiwia nezwe przsstrzeni Kleina réwniez
€

dla troiki f }g Zostanie on rozpatrzony ni-co dokiadniej na gruncile teo-

rii kategorii,

2. Kategoria przestrzeni Kleina PK

Okreslimy teraz kategerie przestrzeni Kieina. Jako klas¢ obiohtdw tej
kategorii weimiemy klase przmestrzeni Kleina okreélonych przez (8).
Morfizmy i kompozvcje ckreflamy tak, i k w'kategori; obiektdw abstrakcij
nych, W ten sposéb kategoria PK jest podkategorig kategorii obiektow ab-
strakcyjnych OA, Nie wiem czy jest to podkaiegoria peina?

Okreélimy'iaraz inng jeszcze kategorie, ktdre, obiektami bedg takze
przestrzenie Kleina, ale traktowane jako pary (M,{%), gdzie M jest dowol-
nym zbiorem niepustym a C% jest grupsg przekiftalceﬁ zbioru M na siebie.
Kategorie te dla odréznienia oznaczymy przez PK. Morfizmem pary (M, () w
pare (M1, Cﬁ1) w tej kategorii bedziemy nazywaé pare odwzorowad (h, @),
gdzie h jest odwzorowaniem M w M!’ a @ homomorfizmem grupy cﬁ‘ w Cﬁ 1°

Odwzorowania te speiniajs warunek ekwiwariantnosci

_/\ g‘c,(ﬁ.hog =q0(8)0h. (10)

Kompozycja bedzie tai jak poprzednio skiladanie par odwzorowarl,

Okazuje sie, Ze istnieje funktor kKowariantny kategorii FPK
na kategorie ﬁi, ktéry izomorficzme trdjki (8) odwzorowuje na izomorficz-
ne pary (M}c%). Funktor ¥ obiskiy i morfizmy kategorii PK odwzorowule
W sposob nastepujacy: g

Awi, ¢, £)  FlM, 6, £)): = (M, 04(c))
A(n,p) & Hom( (M, ©, £),(M,, G, £,))

Fln,@): = (n,p)e om((M,04(c)), (M, g (G))

takie, ze

a(fg): = f1¢(g)
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Natomiast funktor do niego odwrotny na obiektach i morf{izmach kategorii

PK przyjmuje wartodei nizej podane,
Aonop FNM0) = 00 £) ((x,8): = 6(x)
?_1((h1$)} = (h?gﬁ)ﬁ [‘[Om((l‘!,c%, r)! (M-!s(:)a'.l$ f1)).

Obie te kategorie majg te same wiasnosci. Tréjka (8) jest tylko innym
przedstawieniem pary (M,(%). ¥ réznych sytuscjach rézne przedstawienia
mogg by¢ wygodniejsze i dlatego znajomodé réznych przedstawien moze byd

pozyteczna.

I

3. Geometria Kleina grupy G

5,

OkresSle teraz wspomniang we wstgpie G-geonmetrie czyli geometrie Kleina

grupy G. Najpierw zdefiniuje obiekt geometryeczny w przestrzeni Kleina (8);

Definicja )
Obiektem geometrycznym w przestrzeni Kleina (8) nazywam obiekt abw

strakeyjny o tej samej grupie G, ktdra wystepuje w (8), tzn., trdjke

(Ao F). (11)

gdzie ML jest dowolInym zbiorem, G -~ grupa wystepujaca w (8), a F-nieko=
niecznie efekiywnym dzialaniem grupy G na T, . Zbidr MM nazywamy widknem
obiektu (11). Nie ma %adnego zwiazku miedzy wtdknem obiektu T, i prze-
strzenig Kleina M,
Jedynmym alementem; ktéry lgczy obiekt geometryczny z przestrzenia Kleina,
dla ktérej jest utworzonv, jest grupa G.

Kiasa obiektdw (11) z tg saﬁq grupg G, 2z morfizmami okreélonymi przez
pary odwzordwaﬁ (h, id‘G) ekwiwariantnych i sktadaniem par odwzorowan ja-

ko kompozycjg tworzy kategorie.

Definicja

Kategorig te nazywamy za Sulanke G-geometrig lub geometria Kleina gru-
py G, 1

Odwzorowania h, ktdére sg skiadowyml morfizméw w G-geometrii nazywaja
si¢ réwvniez odwzorowaniami niezmienmiczymi, g

Niech (m, G, F) 1 Gﬂﬂ, G, F1) bedg dwoma obiektami w tej samej geome-
trii, a h : ﬂ%-*'ﬂ%1 odwzorowaniem niezmienniczym. JeZeli h jest ponadto
surjekeja, tzn. h(qn) = 7%1, to obiekt (?m1. G, FT} nazywamy komitantg
obiektu (ML, G, F). Giéwnym zadaniem w kazdej geometrii jest wyznaczanie

obiektéw, ich komitant, odwzorowan niezmienniczych czyli morfizméw i ba-
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denie réwnowazno$ci obiektdw, tzn, izomorfizméw w odpowiednich katego-
iach, . .

Jak widad G-geometris Jjest podketegorig katsgorii obiektdw absirakeyj~
nych OA, natomiast nis jest podkategoris przestrzeni Kleima PK, G-geome-
tria nie jest podkategoris peing.

Z ujecia ogiektéw abstrakeyjnych przestrzeni Xleina i obiektdéw geome-
trycenych jako obiektdw pewnyech kategorii wynika szereg ogblnych wiasno-
$ci tych pojeé. ¥ szczegélnodei daje sie okreslié pojecie réwnowaznodci
obiektdw abstrakcyjnych, przestrzeni Kleina i1 obiekidéw geometrycanych w
sposdb jednolity Jakoe lzomorfizmdbdw w odpowiednich kategoriach., Mimo sze-
rokiego zainteresowania sig od wielu lat przestrzeniami Kleine nis spot-
kalem dotychczas $Scisltej definicji réwnowaznodci takich przestrzeni. Na
gruncie teorii kategorii definicja taka nasuwa si¢ w sposbdb automatyczny.

]
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TOHATHE [MPOCTPAHCTBA KJEHHA H EI'0 TEOMETPHH

Pespue

lpocTpalerBo Kaemme sTo Tposka (1) (M, G, £), rae K - NPORIBCALEOS MHEG-
BECTBO, G - OpONSBOXBHAA Ipyununa, a f -~ cOo3HaYaer $@PexruBHCce IeficTrme G
ma M, Peomerpna Kaefina miE GCG-reoMeTpHS 2T0 HEKOTODAA KATeropHZ, ofmexTamm
KoTopoll ABISDTCE reoMerTpHRYECKHE O0BEKTH IPOCTPAHCTIBA (1) . CxmrcBpeMenEG Gran
onpejeXeEN KAaTETOPEA aGCTPaKTHHX O06BeKTOB ¥ KATEropHA [pOCTpamcTs Kaexma,
a raxme EX OCHOBHHe CBOHRCTBA.
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.THE CONCEPT OF KLEIN SPACE AND ITS GEOMETRY

Summary

The Klein space is the three (1) (M, G, f), where M is an arbitrarv
set, G is an arbitrary group and f denotes effective acting of the group
G on M, The Klein geometry is a category whose c¢bjects are the geometric
object of Klein space (1)9 Categories of abstract objects and of Klein

space are also introduced and their basic properties are given.
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