Trojkaty Stirlinga

Edyta Hetmianiok

Streszczenie—Praca posSwiecona jest elementarnej dyskusji
trojkatow liczb Stirlinga pierwszego rodzaju oraz liczb r-
Stirlinga. Celem badan bylo wyodrebnienie ciagéw liczbowych
powiazanych z tymi tréjkatami, zweryfikowanie ich obecnosci
w OEIS, proba wygenerowania pewnych whasnosci tych liczb.
Uzupelniono tez o nowe wyniki prace [3], gdzie przedmiotem
badan byl tréjkat liczb bedacych transformacja dwumianowa
liczb k-Fibonacciego.

I. WPROWADZENIE

Bezposredni wplyw na powstanie tej pracy miat artykut
[10], ktéry zaintrygowal nas i wtasciwie narzucit temat badan.
Zainteresowat nas stan wiedzy na temat tréjkatéw Pascala
dla liczb Stirlinga pierwszego rodzaju i liczb r-Stirlinga
pierwszego rodzaju. Celem badan bylo wyodrgbnienie ciaggéw
liczbowych powiazanych z tymi tréjkatami (chodzi przede
wszystkim o ciagi sum elementéw stojacych w wierszach
i wzdluz antyprzekatnych danego tréjkata). Chodzilo tez o
zweryfikowanie ich obecnosci w OEIS oraz prébg wygene-
rowania pewnych wilasnosci tych liczb. Warto podkreslié, ze
uzupetniono o zupelnie nowe wyniki prace Sergio Falcona [3]],
dotyczaca tréjkata liczb bedacych transformacja dwumianowa
liczb k-Fibonacciego.

II. TROJKAT STIRLINGA

Rozpoczniemy od przedstawienia definicji liczb Stirlinga
pierwszego rodzaju.

Definicja 2.1: Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju, opisuja
liczbe permutacji na zbiorze n—elementowym majacych k
cykli (tzn. permutacji bedacych ztozeniem doktadnie k£ cykli
roztacznych). Liczby te nie posiadaja jednej standardowej
notacji, a do ich zapisu uzywa si¢ jednego z nastgpujacych
symboli:

e s(n,k),

.iﬁ)

. Sl (n, k),

H,gdzieneN,keNO,k<n.

W tej pracy bedziemy uzywaé ostatniego z podanych sym-
boli.

Bedziemy postugiwaé si¢ tu jeszcze jedna, alternatywna
definicja liczb Stirlinga pierwszego rodzaju [Z] , a mianowicie:

Definicja 2.2:

[Z] = sumie wszystkich mozliwych iloczynéw (n — k)
réznych liczb catkowitych wzigtych sposréd
n - poczatkowych liczb catkowitych nieujemnych,

tj. sposréd liczb 0,1,...,n — 1.
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gdzie H,_; oznacza (n — 1)-sza liczbe harmoniczna, czyli
H, = Z:l % Przyjmujemy tez: [Z] := 1 dla kazdego
n € N.

Zauwazmy, ze z tej definicji nieomal natychmiast, po wy-
mnozeniu jednomianéw stojacych po lewej stronie, wynika
réwnosé:

:r(1+x)(2+x)...(n—1+9c)zazﬁ::Z[Z}xk, (1)
k=0

ktéra byta przyjeta oryginalnie przez Jamesa Stirlinga w
jego monografii Methodus Differentialis (1730r.) jako definicja
liczb Stirlinga pierwszego rodzaju. Iloczyn jednomianéw po
lewej stronie réwnosci (I)) okresla dzisiaj tzw. symbol Poch-
hammera.

Dla poréwnania ze wzorem (I) mamy nastepujacy po-
wszechnie znany wzér dwumianowy Newtona:

(1+z)" = Z (Z):ck

k=0

2

ktéry opisuje funkcje tworzaca wspéiczynnikéw dwumiano-
wych.

Zauwazmy, ze z definicji 2.2] tatwo mozna wyprowadzi¢
wzOr (zalezno$¢ rekurencyjng dla liczb Stirlinga pierwszego

rodzaju):
R SRR

Innymi stowy, wyborom (n — k) réznych liczb sposréd
n-poczatkowych liczb catkowitych nieujemnych odpowiada
suma wyboréw (n—1)—(k—1) = n—k réznych liczb sposréd
(n — 2) - poczatkowych liczb catkowitych nieujemnych oraz
wyboréw (n—1)—k = n—k—1 réznych liczb sposréd (n—2)
- poczatkowych liczb catkowitych nieujemnych z dotaczona
liczba n — 1.

Skonstruujmy teraz tréjkat Pascala dla liczb Stirlinga pierw-
szego rodzaju, ktory dalej bedziemy nazywac tréjkatem Stir-
linga pierwszego rodzaju:

3)



czyli nastepujacy trdjkat liczbowy:

zerowy poziom —» 1

pierwszy poziom — 0!=1
drugi poziom — 1!=1 1
21=2 3 1

3=6 11 6 1
41=24 50 35 10 1

0
0
trzeci poziom — 0
czwarty poziom — 0

0

piaty poziom —

Stad jak tez na podstawie wzoréw (1) i (3) tatwo wynika
nastgpujacy wzor sumacyjny:

“)
Dla kontrastu, z tréjkata Pascala dla wsp6tczynnikéw dwumia-
nowych (bgdziemy nazywaé go réwniez klasycznym tréjkatem
Pascala), mamy nastgpujacy wzor sumacyjny:

20504

ktéry oczywiscie wynika tez tatwo z klasycznej zaleznoSci
rekurencyjnej ( odpowiednika wzoru (3) dla wspétezynnikéw
dwumianowych):

W)= +Go)

Wykonujac w tréjkacie Pascala sumowanie po antyprzekat-
nych otrzymujemy kolejny nieoczekiwany wzoér (zobacz [8]],
str. 155-157):

131,
Fn-‘rl:Z( k )7

k=0

gdzie F,, oznacza n-tg liczbe Fibonacciego.

—_
W
W
—_

Z kolei jesli w tréjkacie Stirlinga pierwszego rodzaju wy-
konamy sumowanie wzdtuz antyprzekatnych jak na nastgpu-
jacym rysunku (pierwsza kolumna, zawierajaca zera i jedna
jedynke na poziomie zerowym, zostata pominigta):

1
1 1

2 — 3 1

6 — 11— 6 1

24— 50 — 35— 10 1

120 — 274 — 225 — 85 15 1
720 /::il764 — 1624 735 175 21
5040 .

to dostajemy ciag:

14+0=1,
241=3,
6+3=09,

24+11+1 = 36,

120 + 50 + 6 = 176,

720 4274 4+ 35+ 1 = 1030,
5040 + 1764 + 225 + 10 = 7039,
itd.

to jest ciag liczb naturalnych o numerze A237653 z encyklo-
pedii Sloane’a OEIS. Innymi stowy, mamy:

n n—1 n—2 1, gdyn=2r
[0}4‘ LT e |t (r+1)}
gdyn =2r+1,
=A237653(n)

dla kazdego n =1,2,....

Uwaga 2.1: W klasycznym tréjkacie Pascala liczby na
danym poziomie n (poczynajac od zerowego) stanowia wspot-
czynniki rozwinigcia w danej bazie liczbowej b liczby (b4 1)"
(zakladamy, ze wszystkie wspétczynniki na poziomie 7 sa
< b), co wynika ze wzoru dwumianowego (2)).

Z kolei w tréjkacie Stirlinga pierwszego rodzaju liczby
na danym poziomie n (poczynajac od zerowego) stanowig

wspotczynniki rozwinigcia w danej bazie liczbowej b liczby
n—1
[T (bk 4+ 1) (przy zatozeniu, ze wszystkie wspdtczynniki na
k=0
poziomie n sa < b), co wynika ze wzoru (1)) (nalezy podstawié

zax = % i pomnozy¢ obustronnie przez 10™).

Co ciekawe, Sloane w OEIS, odnotowuje ciagi:



n—1 n—1
A144773(n) = [] (10k + 1), A008548(n) = [] (5k +1),
k=0 k=0

n—1

A007559(n) = [] (3k + 1).

k=0
Uwaga 2.2: Sergio Falcon w artykule [3]] rozwaza tréjkat T
wspotczynnikéw wielomianéw:

n n
pa(k) = (J.)Fk,n_j, neN,

ktére sa transformata dwumianowa wierszy nastgpujacego
tréjkata liczb k-Fibonacciego, gdzie Fy,, kK € R, k > 0
oraz n € Ny

Fr.o
Fyq Fio
Fyo Fra Fro
Fi3 Fio Frq Fro
Mamy
Frnt1 =kFymn+ Fin—1, Fro=0, Fp1=1,

dla kazdego n € N. Nastgpujace wyniki stanowia uzupehnie-
nie pracy Falcona [J3]. ZauwazyliSmy, ze wielomiany p,, (k)
spelniaja nastgpujaca podwdjng zaleznos$¢ rekurencyjna.

{ Pos1(k) = (k+ Dpn(k) + gn(k),
Qn-i-l(k) = pn(k) + Q7L(k)a

dla kazdego n € N, gdzie p1(k) = ¢1(k) = 1, pa(k)
k+2, go(k)=2.

Stad, po wykonaniu prostych przeksztatceri, dostajemy zalez-
nos¢ rekursywna dla wielomianéw p,,(k):

Prt1(k) =1+ kpo(k)+ Y pi(k), neN
=1

oraz zalezno$¢ rekurencyjna

pn+2(k) = (k + 2)pn+1(k) - kpn(k)v

Istotnie mamy (dla przejrzystosci przeksztatceri bedziemy po-
mijaé argument k, to znaczy przyjmiemy oznaczenia p, :=

pn(k) oraz q, := q,(k)):

Pn+1 = (k + 1)pn + qn,
Pn+2 = (k + 1)pn+1 + dn+1,

n € N.

skad po obustronnym odjgciu stronami i zastosowaniu zalez-
nosci ¢p+1 = Pn + ¢n znajdujemy

Ptz — g1 = (k+ 1) (Prt1 — Pn) + (@1 — an) =
= (k + 1)pn+1 - kpru
to jest

DPnaa = (k4 2)pnr1 — kpn, n € N.

A poniewaz ¢,4+1 — qn = Pp, WigC:
n
Gnp1— @ =Y Pj =Dni1 —kpn — 1,
=1

skad:
Gnt+1 = Pnt1 — kpn = Ppi2 — (K + 1)pny1.
Ponadto mamy
Pn+2 = (k+ 2)put1 — kpn,
to jest:
Ints — Gntz = (K +2) (qnt2 — dnt1) — k(dnt1 — an),

czyli:

Gn+3 = (k+3)qnt2 = 2(k + 1)gny1 + kgn,  neN.
Tréjkat T ma postaé

1

1 2

1 3 4

1 4 8 8

1 5 13 20 16

1 6 19 38 48 32

1 7 26 63 104 112 64

1 8 34 96 192 272 256 128

ZauwazyliSmy réwniez, ze sume elementéw antyprzekatnych
tréjkata T tworza trzy znane ciagi wystepujace w OEIS.
Najpierw petny ciag:

{1,1,3,4,9,14,28,47,89,155, 286, ...} = A006053(n),
ktéry spelnia nastgpujaca zalezno$¢ rekurencyjna

ap, = Ap—1 + 20p—2 — Gp—3,

gdzie A006053(n) := a,, n =1,2,..
przez bisekcje ciagu {a, }:

{agn-1} {1,3,9,28,89,286,...} = A094790(n),

{aan} {1,4,14,47,155,...} = A094789(n),

ktére spetniaja tg sama zalezno$¢ rekurencyjng rzgdu trze-
ciego:

. oraz ciagi otrzymane

an = 5ap_1 — 6an_2 + Gn_3.

Uwaga 2.3: W kontekscie dyskutowanych w tym rozdziale
problemdéw warto jeszcze wspomnie¢ o liczbach Narayany
zdefiniowanych w nastepujacy sposéb (zobacz [J5]):

N(0,0)=1,  N(n,0)=0

N(n, k) = ;(Z) (k:) kneN, k<n.

Tworzac tréjkat Narayany znajdujemy jeszcze inny pigkny
wynik. Otéz sumy elementéw w wierszach tréjkata Narayany
sg rowne liczbom Catalana:

Zn:N(n, k) = C,.
k=1



Sumowanie po antyprzekatnych tréjkata Narayany daje uog6l-
nione liczby Catalana. Jest to ciag A004148(n) w OEIS to jest

1252
> N(n—kk+1)=Cy,

k=0

n—1
gdzie C; = Cp + Y CiChr—g, n € No.
k=1

III. TROJKAT R-STIRLINGA PIERWSZEGO RODZAJU

Korzystajac z analogicznych wtasnosci liczb r-Stirlinga
otrzymujemy nieco ogodlniejsze wyniki. Liczby r-Stirlinga
pierwszego rodzaju sa zdefiniowane nastgpujaco:

Definicja 3.1: Przyjmujemy:

n n
= 0, = 5 r =
hk {Jr e
n n—1 n—1
= -1 ) > 9
A A I P B
gdzie &y, oznacza delte Kroneckera. Przyjmujemy tez: [}, =
1, = [
Kombinatoryczny opis tych liczb przedstawiony zostal w pracy
[1]. T tak, liczba [}]] - oznacza ilos¢ permutacji zbioru
{1,2,...,n} bedacych ztozeniem doktadnie k - cykli parami
rozlacznych i takich, ze liczby 1,2,...,r naleza do réznych
cykli.
Z opisu tego wynika ze:

n <,

®)

k=0

majacych liczby 1,...,r w réznych, parami
roztacznych cyklach.

Z definicji liczb r-Stirlinga pierwszego rodzaju tatwo otrzy-
mujemy réwniez zalezno$¢ rekurencyjna:

dla kazdego r > 1, ktéra jest uogdlnieniem tozsamosci ().
Mozna sprawdzié, ze wtedy:

>

dla n > r. Broder w [1] podat posta¢ funkcji tworzacej dla
liczb r-Stirlinga pierwszego rodzaju:

zn: nlok_ (x4, n>r >0,
P k], 10, W przeciwnym razie,

(7

Z [Z] = liczbie wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}

gdzie, przypomnijmy, mamy zastosowany symbol Pochham-
mera x". Wzdr ten wynika z alternatywnej definicji liczb r-
Stirlinga pierwszego rodzaju, mianowicie:

[n] = sumie wszystkich mozliwych iloczynéw doktadnie

k
(n — k) réznych liczb naturalnych sposréd liczb
rr+1,...,n—1.

Zauwazmy, ze:

n 1
=Y k=52,
- -2 k=2
r n q n—1 1
L = k=g -3)nt2)
- -3 k=3
i = A055998(n — 2),

n

= A001701(n — 2 =4,5,...

-n_2-2 (n )’ n ) Y )

Na podstawie wzoru (3)) mozemy skonstruowaé tréjkat liczb
r-Stirlinga pierwszego rodzaju:

Rozpatrzmy przypadek dla r=2, czyli:

0

0 O

0 0 1

0 0 2 1

0 0 6 5 1

0 0 24 26 9 1

0 0 120 154 71 14 1

0 0 720 1044 580 155 20 1
0 0

Teraz sumujac wzdluz antyprzekatnych w powyzszym tréjka-
cie dostajemy:

0+0=0,
0+0=0,
0+0+1=1,
0+0+2=2,
6+1="17,

24 + 5 = 29,

120 + 26 4 1 = 147,
720 + 154 + 9 = 883,
itd.



to jest otrzymujemy ciag liczb naturalnych, ktérego nie ma w
OEIS! Mamy:

1, gdy n =2m,

1
S(m—1)(m +2),
gdy n =2m+1,

= APOODO1(n),

dla kazdego n = 2,3.... Napis AQPPOP1(n) ze zbiorami
pustymi jest przyjeta przez nas notacja ciagéw nie zamiesz-
czonych dotad w OEIS.

SprawdziliSmy numerycznie (chociaz na przestankach po-
dyktowanych szacowaniem algebraicznym), ze dla 5 < n <
500 ciag ten spetnia nastgpujace nierdwnosci:

(n . 2t A000001(n) < = 2!

Dalej skonstruujemy analogiczny tréjkat dla przypadku gdy
r = 3. Mamy zatem:

0

0 0

0 0 O

0 0 0 1

0 0 0 3 1

0 0 0 12 7 1

0 0 0 60 47 12 1

0 0 0 360 342 119 18 1

0 0 0 2520 2754 1175 245 25 1
0 0 O 20160 24552 12154 3135 445 33 1
0 0 O

Sumujac wzdluz antyprzekatnych w powyzszym tréjkacie do-
stajemy:

0
0+0=0,
0+0+0=0,

0+04+0+1=1,
0+04+0+3=3,

1241 =13,
60 + 7 = 67,

360 4 47 4+ 1 = 408,
itd.

Otrzymany ciag liczb naturalnych réwniez nie znajduje si¢ w
OEIS. Mamy:

1, gdyn =2m,
1
S m = 2)(m +3),

gdyn=2m+1

dla kazdego n = 3,4.. ..

SprawdziliSmy numerycznie (chociaz na przestankach po-
dyktowanych szacowaniem algebraicznym), ze ciag ten spetnia
dla 7 < n < 500 nastgpujace nieréwnosci:

(n—5)! < ADDOPD2(n) < (n —4)L

Uwaga 3.1: W przypadku liczb r-Stirlinga liczby na danym

poziomie n stanowia wspoétczynniki rozwinigcia w danej bazie
n—1

liczbowej b liczby [] (bk + 1) (przy zatozeniu, ze wszystkie
k=r

wspolczynniki na poziomie n sa < b), co wynika ze wzoru
(analogicznie jak w poprzednim przypadku).

IV. TROJKATY DLA POTEG LICZB STIRLINGA ORAZ
WSPOLCZYNNIKOW DWUMIANOWYCH

Wiasnosci klasycznego trojkata Pascala sg przedstawione w
[7]. Przyjrzyjmy si¢ tréjkatom Pascala dla potgg wspdtczynni-
kéw dwumianowych, na przyklad dla kwadratéw wspdtczyn-
nikéw dwumianowych otrzymamy:

lub jawnie:
1
11
1 4 1
1 9 9 1
1 16 36 16 1
1 25 100 100 25 1
1 36 225 400 225 36 1
1
Sumujac wzdtuz antyprzekatnych znajdujemy:
17
1+4=5,
1+941=11,
1+16+9 = 26,

14+25+36+1=063,

1436 4100 + 16 = 153,

itd.
Jest to ciag o numerze A051286 z encyklopedii Sloane’a
OEIS. Innymi stowy mamy:

1, gdyn =2m,
2 2 2
n n—1 n—2 9
0 + 1 + 9 +...+ (m+1)7,
gdyn =2m+1,

= A051286(n).



Sumujac wzdluz antyprzekatnych w analogicznym tréjkacie
dla szeScianéw wspdtczynnikéw dwumianowych otrzymu-
jemy 1,2.9,29 92 343,1281,4720, ..., czyli ciag o numerze
A181545 z encyklopedii Sloane’a OEIS, innymi stowy:

1

@ ()2 vy o

, gdyn =2m,

czyli:

3 3 1 gdy n =2r
nis n—1 n—2 ’ ’
[0} +[ 1 } +[ 5 ] +..4+ 9 ((r+1)h3,

gdyn=2r+1,

= APOODD4(n),

ktérego réwniez nie ma w OEIS.
Jak poprzednio sprawdziliSmy numerycznie, ze dla4 < n <

gdy n = 2m + 1,500 ciag ten spetnia nieréwnosci:

= A181545(n).

Teraz rozpatrzymy analogiczne trdjkaty dla liczb Stirlinga
pierwszego rodzaju. Na poczatek tréjkat dla kwadratéw tych
liczb.

1

0 1

0 1 1

0 4 9 1

0 36 121 36 1

0 576 2500 1225 100 1

0 14400 75076 50625 7225 225 1
0

Wykonujac sumowanie po antyprzekatnych jak w przypadkach
poprzednich tréjkatéw liczbowych otrzymujemy ciag:

0+1=1,
0+1=1,
441=5,
36 +9 = 45,

976 + 121 + 1 = 698,
14400 + 2500 + 36 = 16936,
itd.

czyli ciag, ktérego nie ma w OEIS:

1 dy n =2r

2 -1 2 -9 2 ) gdy )
[g} +{n1 } +[n2 ] +...+ ((r+1)H2,

gdyn =2r+1,

= ADOOOD3(n),

dla kazdego n =1,2,.. ..
Ponadto sprawdziliSmy numerycznie, ze dla 4 < n < 500
ciag ten spetnia nieréwnosci:

2
%< AUNOBS(n) < (’;’) .

Z kolei w tréjkacie Pascala dla 7] ? sumujac wzdhuz anty-

przekatnych otrzymujemy ciag:

0+1=1,
0+1=1,

8+1=09,

216 + 27 = 243,
13824 + 1331 + 1 = 15156,
itd.

3
" AGOO004(n) < (”') _
3 3
V. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono szereg elementarnych wiasnosci
tréjkatéw liczbowych zwigzanych z liczbami Stirlinga oraz
liczbami k-Fibonacciego. Powigzano dyskutowane ciagi z cia-
gami znajdujacymi si¢ w OEIS. Otrzymane wyniki podsumo-
wuja pewien poziom badan. W przysztosci zamierzamy od-
nies¢ si¢ do tych tréjkatéw liczbowych od strony algebraicznej
m. in. tak jak autorzy prac [2] uczynili to w stosunku do
klasycznego tréjkata Pascala.

Przedstawiony artykut zostal zaprezentowany na Konfe-
rencji Symposium for Young Scientists in Technology, En-
gineering and Mathematics (SYSTEM 2017) w Kownie na
Litwie w dniu 28.04.2017r. Zamieszczona tutaj praca zostala
przettumaczona na jezyk polski i uzupetniona o pewne istotne
fakty. Oryginalna praca dostgpna jest online: |http://ceur-ws.
org/Vol-1853/p07.pdf.
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